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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Η προτεινόµενη διδακτική δραστηριότητα µε τον τίτλο “Γέφυρα” βασίζεται στη δυναµική µιας 
πραγµατικής κατάστασης (το άνοιγµα/κλείσιµο µιας γέφυρας) και χρησιµοποιείται ως πεδίο α) για 
την εισαγωγή των τριγωνοµετρικών αριθµών ηµίτονο και συνηµίτονο µέσα από τις αλγεβρικές και 
γεωµετρικές µεταβολές πλευρών και γωνιών ορθογωνίων τριγώνων και β) για την αξιοποίηση των 
τριγωνοµετρικών αριθµών στη λύση προβληµάτων. Στο µαθησιακό επίκεντρο της δραστηριότητας 
βρίσκεται η εµπλοκή των µαθητών σε διαδικασίες χειρισµού συναρτησιακών σχέσεων µέσα από 
διάφορους τρόπους αναπαράστασής τους και εύρεσης µαθηµατικών σχέσεων µεταξύ συναρτησιακά 
µεταβαλλόµενων µεγεθών. Στο σχεδιασµό της µαθηµατικής δραστηριότητας χρησιµοποιήθηκε 
διερευνητικό λογισµικό πολλαπλών αναπαραστάσεων. 
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πολλαπλών αναπαραστάσεων 
 
 
ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΟΥ ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΥ ΤΗΣ ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗΣ 
∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ 

Σύµφωνα µε το ‘ολοκληρωµένο πρότυπο’ ένταξης των Νέων Τεχνολογιών στην εκπαίδευση 
(Κοντογιαννοπούλου – Πολυδωρίδη, 1991,1996 Κυνηγός, 1995) η χρήση του υπολογιστή 
στοχεύει µεταξύ των άλλων και στη δηµιουργία περιβαλλόντων µάθησης για κάθε γνωστικό 
αντικείµενο, όπου ο µαθητής αναλαµβάνοντας ενεργητικό ρόλο, δηµιουργεί νοήµατα, 
ανακαλύπτει έννοιες και αναπτύσσει τεχνικές σε συνεργασία µε τους συµµαθητές του και µε την 
υποστήριξη του δασκάλου του (Solloway,1991, diSessa & Adelson, 1986, Hoyles & Noss, 1992). 
Στο πλαίσιο αυτό ο εκπαιδευτικός έχει τη δυνατότητα να παρεµβαίνει στη µαθησιακή διαδικασία 
ενεργά ως σύµβουλος και συνεργάτης των µαθητών (Moreira & Noss, 1995, Κυνηγός, 1995, 
Hoyles & Noss, 1992). 

Μέσα σε ένα τέτοιο µαθησιακό περιβάλλον και µε τη σύγχρονη χρήση του κατάλληλου 
εκπαιδευτικού λογισµικού δίνεται η δυνατότητα στους µαθητές να εµπλακούν ενεργά στην 
εκπαιδευτική διαδικασία, η οποία διαφοροποιείται σηµαντικά από αυτή που βιώνουν στην 
‘παραδοσιακή τάξη’ των µαθηµατικών. Η διαφοροποίηση αυτή εντοπίζεται κυρίως στους εξής 
τοµείς:  

• Στο γνωστικό τοµέα, όπου οι µαθητές έχουν τη δυνατότητα να διερευνήσουν τις 
µαθηµατικές έννοιες, να πειραµατιστούν µε αυτές µέσα από τις πολλαπλές 
αναπαραστάσεις τους, να θέσουν ερωτήµατα και να εξάγουν τα δικά τους συµπεράσµατα. 

«Οι ΤΠΕ στην Εκπαίδευση», Τόµος B’, Επιµ. Α. ∆ηµητρακοπούλου, Πρακτικά 
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Με αυτό τον τρόπο οι περιεχόµενες µαθηµατικές έννοιες και οι ιδιότητές τους 
προσεγγίζονται, ανακαλύπτονται και οικοδοµούνται βαθµιαία (Papert, 1980,1993) από 
τους µαθητές, µέσα από την αλληλεπίδραση τους µε το περιβάλλον τους (συµµαθητές - 
δάσκαλος - H/Y) (Hoyles and Sutherland, 1992, Scrimshaw, 1993, diSessa, Hoyles, Noss 
and Edwards, 1995). 

• Στο διδακτικό τοµέα, όπου ο καθηγητής µε τη βοήθεια καλοσχεδιασµένων 
δραστηριοτήτων και κατάλληλων ερωτήσεων ενθαρρύνει τους µαθητές να 
πειραµατιστούν µε τις διάφορες µαθηµατικές έννοιες να συζητήσουν µεταξύ τους για 
αυτές και να εξάγουν συµπεράσµατα, να διατυπώσουν ερωτήµατα που στη συνέχεια θα 
προσπαθήσουν να απαντήσουν. Παρέχει τη βοήθειά του για να προχωρήσουν σε επόµενα 
βήµατα, εξειδικεύοντας τις παρεµβάσεις του ανάλογα µε τις ανάγκες της κάθε οµάδας. 
Με τον τρόπο αυτό ο καθηγητής γίνεται συνερευνητής µε αυξηµένες ευθύνες σε ό,τι 
αφορά το στήσιµο, την υποστήριξη και την αναπροσαρµογή της εκπαιδευτικής 
διαδικασίας (Mercer and Fisher, 1992, Hoyles and Noss 1992). 

• Στον κοινωνιολογικό τοµέα, όπου ο σχεδιασµός των εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων έχει 
στηριχθεί σε συνθήκες που απορρέουν από την οµαδική εργασία των µαθητών. Με τον 
τρόπο αυτό οι µαθητές ενθαρρύνονται να µοιραστούν και να συζητούν τις παρατηρήσεις 
τους κατά τη διάρκεια του πειραµατισµού τους µε το λογισµικό (Cobb, Yackel and 
Wood, 1992). Παροτρύνονται να συνεργαστούν για να καταχωρήσουν τα δεδοµένα τους, 
να τα επεξεργαστούν, να συνθέσουν τα συµπεράσµατά τους και να τα χρησιµοποιήσουν 
για να οδηγηθούν στην απάντηση των ερωτηµάτων που τίθενται. Καθ’ όλη δε τη 
διάρκεια της διερευνητικής διαδικασίας και προκειµένου να εκθέσουν τις απόψεις τους 
στα άλλα µέλη της οµάδας αναγκάζονται να µάθουν να επιχειρηµατολογούν, 
χρησιµοποιώντας όσο το δυνατόν σωστότερα την απόδοση των µαθηµατικών εννοιών για 
να γίνονται αντιληπτοί (Cobb and Yackel, 1996).  

• Στον τοµέα χρήσης του υπολογιστή, ο οποίος δεν αποτελεί αντικείµενο µάθησης αλλά 
εργαλείο παρατήρησης, έκφρασης και διερεύνησης των περιεχόµενων µαθηµατικών 
εννοιών (diSessa, Hoyles, Noss and Edwards, 1995) µέσα από τη χρήση κατάλληλου για 
την κάθε περίπτωση διερευνητικού λογισµικού.  

Επιπροσθέτως, στην εκπαιδευτική έρευνα στο χώρο των µαθηµατικών έχει καταγραφεί η 
ύπαρξη λανθασµένων αντιλήψεων και δυσκολιών των µαθητών σχετικά µε την έννοια της 
συνάρτησης και των διαφορετικών αναπαραστάσεών της. Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τους 
Eisenberg και Dreyfus (1991) οι µαθητές δε χρησιµοποιούν τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης και προτιµούν να χειρίζονται τη συνάρτηση µέσα από τον αλγεβρικό της τύπο ενώ 
σύµφωνα µε την έρευνα του Markowits (1986) οι µαθητές έχουν δυσκολία στη µεταφορά 
πληροφορίας µεταξύ των διαφορετικών αναπαραστάσεων ακόµη και σε απλές περιπτώσεις. Οι 
Dreyfus και Eisenberg (1986) διαπίστωσαν επίσης τη δυσκολία των µαθητών να συνδέσουν την 
αλγεβρική αναπαράσταση της συνάρτησης µε τη γεωµετρική (γραφική παράσταση).  

Η Sfard (1994) υποστηρίζει ότι ο αλγεβρικός τύπος της συνάρτησης αποτελεί για τους 
περισσότερους µαθητές µία ακολουθία συµβόλων µέσω του οποίου εφαρµόζεται κάποιος 
αλγόριθµος και προτείνει την εξής διαδικασία διδασκαλίας: πρώτα να ασκούνται οι µαθητές σε 
υπολογισµούς, µετά να παρατηρούν το αποτέλεσµα των υπολογισµών και τελικά τη συνάρτηση. 
Σε αυτό το πλαίσιο η Confrey (1992) επισηµαίνει ότι οι επαναλαµβανόµενες ενέργειες σε 
πραγµατικές καταστάσεις αποτελούν τις βάσεις για τη µοντελοποίηση και τη σύνδεση ανάµεσα 
στην κατάσταση και τη µαθηµατική έκφραση και προτείνει την προσέγγιση της έννοιας της 
συνάρτησης µέσα από σύστηµα πολλαπλών αναπαραστάσεών της. 

 
Έχοντας υπόψη µας τα παραπάνω σχεδιάσαµε µία εκπαιδευτική δραστηριότητα1, βασισµένη 

στη χρήση λογισµικού πολλαπλών αναπαραστάσεων, µε στόχο τη µελέτη του ηµιτόνου και του 
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συνηµιτόνου (για οξείες γωνίες) και τη χρήση τους στη λύση προβληµάτων. Η δραστηριότητα 
σχεδιάστηκε για να εφαρµοστεί σε εργαστήριο υπολογιστών όπου οι µαθητές δουλεύουν σε 
οµάδες των 2-3 ατόµων.  

Η ιδέα για την προτεινόµενη εκπαιδευτική δραστηριότητα προήλθε από µία άσκηση που 
βρίσκεται στο βιβλίο των Μαθηµατικών της Β΄ τάξης Γυµνασίου στο κεφάλαιο της 
Τριγωνοµετρίας. Οι µαθητές, για να τη λύσουν, αρκεί να χρησιµοποιήσουν τους διδαγµένους 
τύπους του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου (χωρίς να προκύπτει από πουθενά η αναγκαιότητα 
ύπαρξής τους) για τη συγκεκριµένη γωνία, χάνοντας έτσι την ευκαιρία να έχουν συνολική εικόνα 
για τις διάφορες δυνατές τιµές της γωνίας και κυρίως για το τι µεταβάλλεται και που οφείλεται 
αυτή η µεταβολή. Έτσι οι µαθητές δίνουν µία ‘ξερή’ απάντηση µετά τη λύση της άσκησης χωρίς 
να διερευνήσουν και να πειραµατιστούν µε τα µαθηµατικά που είναι ‘κρυµµένα’ πίσω από αυτή 
την πραγµατική κατάσταση. Λέγοντας βέβαια πραγµατική κατάσταση δεν εννοούµε ότι άπτεται 
των άµεσων ενδιαφερόντων των µαθητών και έχει σχέση µε την καθηµερινή τους ζωή, αλλά µία 
κατάσταση που συµβαίνει, δεν είναι φανταστική και δεν επινοήθηκε µόνο για να εφαρµόσουν 
τους τύπους του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου. Οι προτεινόµενες δραστηριότητες στοχεύουν στο 
να αναδείξουν τη δυνατότητα αξιοποίησης τέτοιων ασκήσεων για την καλύτερη κατανόηση των 
περιεχόµενων µαθηµατικών εννοιών και να προβάλλουν στους µαθητές την αντίληψη ότι 
εµπλέκονται σε ενέργειες χρήσιµες και εποικοδοµητικές. 
 
ΣΥΝΤΟΜΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ 

Το λογισµικό που χρησιµοποιήθηκε στον σχεδιασµό της δραστηριότητας είναι ένα σύνολο 
διασυνδεδεµένων ψηφίδων του λογισµικού Αβάκιο (http://e-slate.cti.gr). Το Αβάκιο είναι ένα 
υπολογιστικό περιβάλλον για την ανάπτυξη και τη χρήση διερευνητικού λογισµικού για µία 
ποικιλία γνωστικών αντικειµένων µέσα από µία µεγάλη γκάµα ψηφίδων. Παρέχει, στην κοινότητα 
των χρηστών που απευθύνεται, τη δυνατότητα να προσαρµόζει το λογισµικό - µέσα από τη 
διασυνδεσιµότητα των ψηφίδων και της γλώσσας προγραµµατισµού - στις απαιτήσεις και στις 
εκπαιδευτικές ανάγκες που προκύπτουν από τη σχολική πρακτική. Ο τρόπος σχεδιασµού του 
παρέχει τη δυνατότητα εµπλοκής του εκπαιδευτικού µε τη λειτουργικότητα, τη διασυνδεσιµότητα 
και τη δοµή του λογισµικού. Με τον τρόπο αυτό αποδίδεται στον εκπαιδευτικό ο ρόλος του 
συνεχώς εξελισσόµενου επαγγελµατία ο οποίος προβληµατίζεται για τη διδακτική και µαθησιακή 
διαδικασία, για τα εκπαιδευτικά µέσα, εργαλεία και αναπαραστάσεις καθώς και για τη σηµασία 
και τη χρησιµότητα  των εννοιών που εµπεριέχονται στα αναλυτικά προγράµµατα που διδάσκει 
(Κυνηγός, υπό έκδοση). 

Η επιλογή των ψηφίδων που χρησιµοποιήθηκαν στη διδακτική αυτή δραστηριότητα έγινε µε 
κριτήριο τους διαφορετικούς τρόπους µε τους οποίους µπορεί να υποστηριχθεί µία µαθηµατική 
δραστηριότητα, µέσα δηλαδή από:  
• Τη συµβολική έκφραση των περιεχόµενων µαθηµατικών εννοιών. 
• Τη χρήση πολλαπλών αναπαραστάσεων των εννοιών αυτών. 
• Το δυναµικό χειρισµό γεωµετρικών σχηµάτων. 
• Τη διαχείριση των δεδοµένων του προβλήµατος. 

Ειδικότερα οι ψηφίδες αυτές είναι: 
-Ψηφίδα ‘Γλώσσα’ στην οποία µπορούµε να ‘κατασκευάσουµε’ γεωµετρικά σχήµατα µε 
συµβολική αναπαράσταση σε γλώσσα Logo. 
-Ψηφίδα ‘Καµβάς’, στην οποία έχουµε τη γεωµετρική αναπαράσταση των σχηµάτων που 
παραστήσαµε συµβολικά στην ψηφίδα ‘Γλώσσα’. 
-Ψηφίδα ‘Μεταβολέας’, µε την οποία µπορούµε να διαχειριστούµε άµεσα και δυναµικά το 
µέγεθος των γεωµετρικών σχηµάτων που κατασκευάζουµε στην ψηφίδα ‘Καµβάς’. 
-Ψηφίδα ‘Βάση δεδοµένων’, στην οποία µπορούµε να εισάγουµε και να διαχειριστούµε δεδοµένα 
σε µορφή πίνακα. 
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-Ψηφίδα ‘Κουµπί’, µε την οποία µπορούµε να επιλέξουµε τα δεδοµένα που θα εισάγουµε στην  
ψηφίδα ‘Βάση δεδοµένων’. 

Ο αρχικός σχεδιασµός της εκπαιδευτικής αυτής δραστηριότητας έγινε µε τη χρήση δύο 
διαφορετικών λογισµικών (Function Probe2 και Geometer’s Sketchpad3). Με αυτή την αρχική 
µορφή εφαρµόστηκε σε πραγµατικές σχολικές συνθήκες σε µαθητές της Γ’ Γυµνασίου. Τα 
αποτελέσµατα της  έρευνας αυτής (Σιδηρά-Ξένου, υπό έκδοση) µας ενθάρρυναν στον 
επανασχεδιασµό της δραστηριότητας µε τις προαναφερθείσες ψηφίδες του Αβάκιου και στην 
εφαρµογή της σε πραγµατικές σχολικές συνθήκες. 
 
ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ 

Το πρόβληµα –ερέθισµα για τη διερεύνηση, που δίνεται στους µαθητές είναι το εξής: 
«Το σχήµα 1 παριστάνει µία κινητή γέφυρα την ώρα που ανοίγει για να περάσουν καράβια µε 

µεγάλο ύψος. Όταν η γέφυρα είναι κλειστή η γωνία α είναι  00 ενώ όταν ανοίξει τελείως η γωνία α 
είναι 900. Στη γέφυρα υπάρχει ένα όργανο που δείχνει κάθε φορά πόσες µοίρες είναι η γωνία α. Ο 
υπεύθυνος για τη λειτουργία της γέφυρας, προκειµένου να εξοικονοµήσει χρόνο και ενέργεια, θέλει 
να ξέρει πόσο να ανοίξει τη γέφυρα κάθε φορά που είναι να περάσουν καράβια µε ορισµένο πλάτος 
και ύψος. Για το λόγο αυτό σκέφτηκε να κατασκευάσει ένα πίνακα στον οποίο να φαίνεται  για κάθε 
100 ανοίγµατος της γέφυρας: 

α) η απόσταση των σηµείων Κ και Λ και  
β) οι αντίστοιχες αποστάσεις τους από τη στάθµη του νερού.  
Μπορείτε να τον βοηθήσετε;»  

Σχήµα 1 

 
Το πρόβληµα µε τη γέφυρα προσφέρεται για το σχεδιασµό δραστηριοτήτων που αναδεικνύουν 

τη δυναµική µιας πραγµατικής κατάστασης (άνοιγµα µιας γέφυρας για να περάσουν καράβια µε 
µεγάλο ύψος) και απαιτεί για τη λύση του διαδικασίες που δίνουν την ευκαιρία  στους µαθητές: 
• Να µελετήσουν τις µεταβολές των καθέτων πλευρών σε σχέση µε τις µεταβολές των οξειών 

γωνιών ορθογωνίου τριγώνου και αντίστροφα. 
• Να µελετήσουν τις έννοιες ηµίτονο και συνηµίτονο οξείας γωνίας καθώς και τις µεταβολές 

τους. 
• Να συνδέσουν τις µεταβολές των  καθέτων πλευρών ορθογωνίου τριγώνου µε τις αντίστοιχες 

µεταβολές του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου των οξειών γωνιών του. 
• Να βρουν µαθηµατικές σχέσεις που συνδέουν το ηµίτονο- συνηµίτονο µε τα µεγέθη που 

µεταβάλλονται κατά την κίνηση της γέφυρας. 
• Να χειριστούν τις προηγούµενες µαθηµατικές σχέσεις µέσα από τους διάφορους τρόπους 

αναπαράστασής τους (τύπος, πίνακας τιµών, γραφική παράσταση). 
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• Να χρησιµοποιήσουν τις γνώσεις που έχουν αποκοµίσει από τη θεωρητική διδασκαλία των 
τριγωνοµετρικών αριθµών και να εκτιµήσουν  έτσι την πρακτική τους αξία.. 

 
Η διδακτική δραστηριότητα αναλύεται στις εξής φάσεις: 

Η πρώτη φάση αφορά στο γεωµετρικό µέρος της διερεύνησης κατά το οποίο οι µαθητές 
εµπλέκονται σε παρατηρήσεις και µελέτες των µεταβολών των πλευρών και των γωνιών 
ορθογωνίων τριγώνων, µέσα από τη γεωµετρική τους αναπαράσταση. Η φάση αυτή  έχει σαν 
στόχο την οµαλή µετάβαση από την παρατήρηση των µεταβολών των πλευρών και των γωνιών 
στην πιο ‘αφηρηµένη’ φάση της µελέτης των µεταβολών του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου. 

Η δεύτερη φάση αφορά στο τριγωνοµετρικό-αλγεβρικό µέρος της διερεύνησης κατά το οποίο 
οι µαθητές εµπλέκονται σε διαδικασίες µελέτης των µεταβολών του ηµιτόνου και του 
συνηµιτόνου, µέσα από διαφορετικές αναπαραστάσεις. 

 Η τρίτη φάση θα µπορούσαµε να πούµε ότι έχει διπλή σηµασία. Μία είναι αυτή της 
επέκτασης-γενίκευσης των δραστηριοτήτων και η άλλη αυτή της  εφαρµογής των συµπερασµάτων 
της όλης διερεύνησης. Ως επέκταση-γενίκευση θεωρείται από τη σκοπιά, ότι ζητείται από τους 
µαθητές  να προχωρήσουν τις διαδικασίες που αναφέρονταν σε µία δεδοµένη γέφυρα µε τρόπο 
ώστε να µπορούν αποφανθούν για το τι συµβαίνει µε γέφυρες οποιουδήποτε µήκους και ύψους. 
Ως εφαρµογή των συµπερασµάτων  θεωρείται από τη σκοπιά, ότι για να κατασκευάσουν γέφυρα 
µε µεταβλητό µήκος θα πρέπει να χρησιµοποιήσουν (όταν προγραµµατίζουν στην ψηφίδα 
‘Γλώσσα’) όλες εκείνες τις έννοιες που συνάντησαν κατά την πρώτη και δεύτερη φάση της 
διερεύνησης (ηµίτονο, συνηµίτονο, απόσταση κτλ.).  

 
Κατά την πρώτη φάση δίνεται στους µαθητές το πρόβληµα µε τη γέφυρα και αφού το 

διαβάσουν και το συζητήσουν µεταξύ τους καλούνται, πριν προχωρήσουν στη λύση του, να 
διερευνήσουν τις µεταβολές των στοιχείων των ορθογωνίων τριγώνων που σχηµατίζονται. Μία 
ερώτηση που µπορεί να οδηγήσει στη διερεύνηση αυτή είναι π.χ. «γιατί όταν ανοίγει η γέφυρα 
αποµακρύνονται µεταξύ τους τα σηµεία Κ και Λ» ή «πώς σκέφτηκε ο µελετητής της γέφυρας  και 
την σχεδίασε µε αυτό τον τρόπο». Για τη διερεύνηση των ερωτηµάτων αυτών δίνεται στους 
µαθητές µία έτοιµη διαδικασία στην ψηφίδα ‘Γλώσσα’ που δηµιουργεί στην ψηφίδα ‘Καµβά’ µία 
γέφυρα που ανοίγει και κλείνει µε το χειρισµό του ‘Μεταβολέα’. Στην ουσία πρόκειται για δύο 
ορθογώνια τρίγωνα των οποίων αυξοµειώνονται οι κάθετες πλευρές µε τη µεταβολή των οξειών 
γωνιών τους. (Βλ. Εικ1) 

Εδώ οι µαθητές έχουν την ευκαιρία µέσω των πειραµατισµών τους: 
• Να διαπιστώσουν ποια στοιχεία του ορθογωνίου τριγώνου µεταβάλλονται κατά το 

άνοιγµα και το κλείσιµο της γέφυρας. 
• Να βγάλουν συµπεράσµατα για το πώς µεταβάλλονται τα στοιχεία αυτά (πότε µικραίνουν 

και πότε µεγαλώνουν) καθώς και για τις οριακές θέσεις που µπορούν να πάρουν. 
• Να διατυπώσουν υποθέσεις για το πόσο µεταβάλλονται αυτά τα στοιχεία και από τι 

εξαρτώνται αυτές οι µεταβολές. 
Να διαπιστώσουν από τι εξαρτάται το εύρος του ανοίγµατος της γέφυρας. 
 
Η δεύτερη φάση, που αφορά στη µέτρηση των µεταβαλλόµενων στοιχείων του ορθογωνίου 

τριγώνου και στη µελέτη των µεταβολών του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου µπορεί να αναλυθεί 
στα εξής επιµέρους βήµατα: 
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Εικόνα 1 
 
Βήµα 1.  

Ζητείται από τους µαθητές να κρατούν στη ‘Βάση’ τις µετρήσεις της µεταβαλλόµενης γωνίας 
κατά το άνοιγµα και το κλείσιµο της γέφυρας, των µεταβαλλόµενων πλευρών του ορθογωνίου 
τριγώνου καθώς και τη µεταβολή των λόγων απέναντι κάθετη πλευρά / υποτείνουσα, προσκείµενη 
κάθετη πλευρά /υποτείνουσα, ηµίτονο, συνηµίτονο. Με τη χρήση του ‘Κουµπιού’  έχουν τη 
δυνατότητα να κάνουν επιλογή των µετρήσεων που θέλουν να περάσουν στη ‘Βάση’ (εικόνα 2). 
Έτσι οι µαθητές µπορούν µέσα από την καταγραφή των µετρήσεών τους στη ‘Βάση’ να 
συγκρίνουν τους λόγους και να βγάλουν συµπεράσµατα για τη µεταβολή του ηµιτόνου και του 
συνηµιτόνου καθώς και τις σχέσεις που συνδέουν τους δύο αυτούς τριγωνοµετρικούς αριθµούς. 
Επίσης έχουν τη δυνατότητα να διαλέγουν κάθε φορά ποιες τιµές της γωνίας, του ηµιτόνου, του 
συνηµιτόνου και του πηλίκου των δύο κάθετων πλευρών των ορθογωνίων τριγώνων θέλουν να 
δουν στη ‘Βάση’. Αυτή η λειτουργικότητα αποβλέπει να ενισχύσει την καλλιέργεια στρατηγικών 
επίλυσης προβληµάτων και συστηµατικού πειραµατισµού καθώς δίνει τη δυνατότητα στο µαθητή 
να αποφασίσει ποιες από τις προσπάθειες πειραµατισµού του µε τη γέφυρα έχει νόηµα να 
καταγραφούν στη βάση για να µελετηθούν συγκριτικά αργότερα. 
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Εικόνα 2 

Βήµα 2 
Εδώ οι µαθητές έχουν την ευκαιρία, µετακινώντας το ‘Μεταβολέα’ να βλέπουν τη γέφυρα να 
ανοιγοκλείνει στον ένα ‘Καµβά’ ενώ στον άλλο ‘Καµβά’ να απεικονίζεται η γραφική παράσταση 
του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου σε σχέση µε την τιµή της γωνίας του τριγώνου που αλλάζει 
(εικόνα 3). 

Εικόνα 3 
 

Με αυτό το συνδυασµό των ψηφίδων οι µαθητές µπορούν να µελετήσουν τις µεταβολές του 
ηµιτόνου και συνηµιτόνου µέσα από τη γραφική τους παράσταση και να επαληθεύσουν τα 
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συµπεράσµατα που έβγαλαν από τη µελέτη των µετρήσεων κατά την προηγούµενη φάση. 
Μπορούν επίσης να επεκτείνουν τα συµπεράσµατά τους για το ηµίτονο και το συνηµίτονο (µέσα 
από τη γραφική παράσταση) γωνιών µεγαλυτέρων των 900. 
 
Βήµα 3 
Εδώ ζητείται από τους µαθητές να κρατούν στη ‘Βάση’ µε τη βοήθεια του ‘Κουµπιού’ τις 
µετρήσεις που θα επιλέξουν για τις µεταβολές του ανοίγµατος της γέφυρας, καθώς χειρίζονται µε 
το ‘Μεταβολέα’ το µοντέλο της γέφυρας και να βγάλουν τα συµπεράσµατά τους για τη σχέση που 
συνδέει το εύρος του ανοίγµατος της γέφυρας µε το ηµίτονο και το συνηµίτονο των 
µεταβαλόµενων γωνιών (βλ. Εικόνα 4). 

Εικόνα 4 
 

Όπως προαναφέραµε η τρίτη φάση στοχεύει αφ’ ενός µεν στην επέκταση-γενίκευση των 
δραστηριοτήτων αφ’ ετέρου δε στην εφαρµογή των συµπερασµάτων της όλης διερεύνησης.   

Ως ενδεικτικά παραδείγµατα  επέκτασης και γενίκευσης αναφέρουµε τα εξής: 
«Αν ξέρουµε ότι για να ανοίξει τελείως η γέφυρα απαιτούνται 15 λεπτά, να κατασκευάσετε 

ένα πίνακα που να δείχνει το χρόνο που απαιτείται ώστε το άνοιγµα της γέφυρας (γωνία α) να 
είναι 120, 300, 770 καθώς και τις αντίστοιχες αποστάσεις των σηµείων Κ και Λ µεταξύ τους και 
από τη στάθµη του νερού» 

«Η εταιρεία  που κατασκεύασε τη γέφυρα θα φτιάξει και άλλες τρεις όµοιες γέφυρες. Τα µήκη 
των γεφυρών θα είναι 25, 28 και 32 µέτρα. Το ύψος τους από τη στάθµη του νερού θα είναι 4,5, 
4,8, και 5 µέτρα  αντιστοίχως. Οι χρόνοι ανοίγµατος 18, 20 και 25 λεπτά αντιστοίχως. Ποιες είναι 
οι απαντήσεις στα προηγούµενα ερωτήµατα για αυτές τις τρεις γέφυρες;» 

 Για την εφαρµογή των συµπερασµάτων της διερεύνησης προτείνεται, να ζητηθεί από τους 
µαθητές, να γράψουν σε γλώσσα Logo µία διαδικασία που να κατασκευάζει µία γέφυρα µε 
µεταβαλλόµενο µήκος που ανοιγοκλείνει. Η φάση αυτή είναι ιδιαίτερης σηµασίας γιατί δίνεται 
στους µαθητές η ευκαιρία-πρόκληση αναλαµβάνοντας το ρόλο του µηχανικού-κατασκευαστή 
γεφυρών: 
• Να χρησιµοποιήσουν το ηµίτονο και το συνηµίτονο, έννοιες που επεξεργάστηκαν 

προηγουµένως, για να φτιάξουν κάτι ‘χειροπιαστό’. 
• Να κατασκευάσουν ένα µοντέλο γέφυρας, της οποίας το µήκος µπορεί να µεταβάλλεται, 

όπου προβάλλει η ανάγκη χρήσης µεταβλητών και η σωστή σύνδεση των 
συµµεταβαλλόµενων µεγεθών σε αυστηρή µαθηµατική γλώσσα. 
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Τέλος η συζήτηση-παρουσίαση της εργασίας της κάθε οµάδας, µετά την ολοκλήρωση της 
κατασκευής, µπορεί να λειτουργήσει ανατροφοδοτικά για τον τρόπο χρήσης του ηµιτόνου και του 
συνηµιτόνου στις διαφορετικές πρακτικές εφαρµογής τους. 
 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Καταλήγοντας µπορούµε να πούµε ότι µε τη συνέργεια όλων των παραπάνω ψηφίδων 
επιτυγχάνεται η σύγχρονη δηµιουργία πολλαπλών αναπαραστάσεων της συναρτησιακής σχέσης 
«γωνίας – ηµιτόνου, συνηµιτόνου». Συγκεκριµένα γίνεται εφικτός ο δυναµικός χειρισµός του 
µοντέλου της γέφυρας µε τη χρήση του µεταβολέα, ενώ συγχρόνως ο µαθητής έχει τη δυνατότητα 
να βλέπει να δηµιουργείται η γραφική παράσταση του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου και µπορεί 
να αποτυπώνει σε µια βάση δεδοµένων τις αλλαγές που παρατηρεί στο µοντέλο της γέφυρας. 

Έτσι από πλευράς γνωστικού αντικειµένου επιτυγχάνεται η πολλαπλή αναπαράσταση 
συναρτήσεων  

• Με τύπο 
• Με πίνακα τιµών 
• Με γράφηµα 
Από πλευράς µαθησιακής διαδικασίας µε τη χρήση του συγκεκριµένου λογισµικού 

αποβλέπουµε στην ενεργητική συµµετοχή του µαθητή στη µελέτη της έννοιας του ηµιτόνου και 
του συνηµιτόνου µε: 

• Πειραµατισµό και παρατήρηση φαινοµένου (δυναµικός χειρισµός του µοντέλου της 
γέφυρας) 

• Μετρήσεις – καταγραφή των µεταβαλλόµενων µεγεθών (γωνία, ηµίτονο, συνηµίτονο) 
• Εξαγωγή συµπερασµάτων για τον τρόπο συµµεταβολής των µεγεθών (οξεία γωνία-

ηµίτονο, συνηµίτονο ) 
• ∆ιερεύνηση των σχέσεων που συνδέουν τα µεγέθη του φαινοµένου  
• Χειρισµό των σχέσεων του φαινοµένου 

α) γραφικά 
β) µέσω του τύπου τους 

Με την επιλογή και διασύνδεση των συγκεκριµένων ψηφίδων του λογισµικού προσπαθήσαµε 
να αξιοποιήσουµε σε αυτή τη δραστηριότητα: 

• Τη δυνατότητα πολλαπλής αναπαράστασης του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου. 
• Τη δυνατότητα εύκολης µετάβασης από τη µία µορφή αναπαράστασης στην άλλη 
• Τη δυνατότητα για την κατασκευή ανεξάρτητων νοηµάτων για τις διαφορετικές 

αναπαραστάσεις του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου αλλά και συσχετισµού των 
διαφορετικών αναπαραστάσεων. 

• Τη δυνατότητα καταχώρησης, οργάνωσης και επεξεργασίας των δεδοµένων ως 
αποτέλεσµα µετρήσεων ή πληροφοριών του προβλήµατος. 

• Τη δυνατότητα συσχετίσεως αριθµητικών δεδοµένων   
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