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Περίληψη
Στην εκµάθηση της άλγεβρας πολύ έρευνα έχει γίνει σχετικά µε τις παραµέτρους. 
Σκοπός αυτού του εγγράφου είναι να περιγραφεί η εξερεύνηση των αποτελεσµά-
των που επιφέρει το animation και trace των δυναµικών παραµέτρων των συναρ-
τήσεων και των παραγώγων τους στο υπολογιστικό περιβάλλον του λογισµικού 
δυναµικής γεωµετρίας Geometer’s Sketchpad v4 σε καρτεσιανό ή και πολικό σύ-
στηµα συντεταγµένων. Το παρόν έγγραφο ανοίγει ένα παράθυρο για εξερεύνηση 
των παραµέτρων σε γεωµετρικά αντικείµενα, δίνοντας έτσι άλλη µια διάσταση 
στην δυναµική γεωµετρία.
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Σύµφωνα µε το Piaget (1983 p.104) µια από τι πιο βασικές διαισθήσεις µας 
είναι η αντίληψη του κόσµου µέσα από όρους των αντικειµένων και των ενερ-
γειών πάνω τους«µε στόχο να γνωρίσουν τα αντικείµενα, τα υποκείµενα πρέπει 
να δράσουν πάνω σε αυτά, να τα µετασχηµατίσουν, µετατοπίζοντας ,συνδυάζο-
ντας, ενώνοντας.».

Το περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας αφορά αντιληπτικές πτυχές και 
περιλαµβάνει όχι µόνο τα αντικείµενα αλλά επίσης τις φυσικές αντιλήψεις 
του σπουδαστή, τις κινήσεις του, τις χειρονοµίες, τις γλώσσες και τα artefacts 
σαν όργανα διαµεσολάβησης. Όπως αναφέρει ο Arzarello(2001) «Η φύση της 
σχέσης µεταξύ του αντιληπτικού και του θεωρητικού πεδίου είναι σύνθετη και 
απαιτεί ανάλυση που εµπεριέχει διαφορετικές συνιστώσες:διδακτικές, γνω-
στικές, επιστηµολογικές. Οι αντιληπτικές πτυχές που πρέπει να αναλυθούν 
περιέχουν συστατικά όπως :οπτικά φαινόµενα , κίνηση , κιναίσθηση, ενώ τα 
πιο τυπικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα τους είναι τα δοµηµένα µαθηµατικά 
αντικείµενα, οι αµετάβλητες ιδιότητες τους οι εικασίες τα θεωρήµατα και οι 
αποδείξεις».

 Η έννοια της συνάρτησης είναι µια από τις σηµαντικότερες αλλά και από 
τις περιπλοκότερες έννοιες στην διδασκαλία και εκµάθηση των µαθηµατικών. 
Πολύ έρευνα έχει γίνει στην µάθηση της άλγεβρας γενικώς και περισσότερο ει-
δικά στις παρατηρήσεις των µεταβλητών και παραµέτρων(Usiskin,1988). Ένας 
από τους καλύτερους τρόπους που µπορεί κανείς να αντιληφθεί µια συνάρτη-
ση σαν αντικείµενο είναι µέσω του χειρισµού της γραφικής παράστασης της. 
Εποµένως το ζήτηµα είναι:
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Πως χρησιµοποιούµε την άλγεβρα του λογισµικού, για την περίπτωση της 
µάθησης µε παρατήρηση των παραµέτρων σε µαθηµατικά αντικείµενα.; Πως 
µπορεί η χρήση ενός λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας να συµβάλλει σε ενός 
υψηλότερου επιπέδου κατανόηση των παραµέτρων όπως εµφανίζονται στις 
µαθηµατικές εκφράσεις και συναρτήσεις; Πως µπορεί ένας υπολογιστής να 
προωθήσει την διορατικότητα σε αλγεβρικές διαδικασίες και έρευνες; Πως 
µπορούµε να εµβάλλουµε τις παραµέτρους στην γεωµετρία ώστε να διευρύ-
νουµε το πεδίο έρευνας γνωστών σχέσεων κα εννοιών; 

ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΚΑΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΕΣ 
Σχέση µεταξύ της τεχνικής του υπολογιστή και της µαθηµατικής έννοιας 
Ένα σηµαντικό τµήµα του θεωρητικού υπόβαθρου της µελέτης είναι η θεωρία 
της εργαλειοποίησης (instrumentation ) όπως την επισηµαίνουν οι Artigue 
1997, Lagrange 1999. Η ανάπτυξη των εννοιών από τους µαθητές ως αποτέ-
λεσµα της αλληλεπίδρασής τους µε το µαθησιακό περιβάλλον εγείρει ένα ση-
µαντικό ζήτηµα, σχετικό µε την ερµηνεία των φαινοµένων που παρατηρούνται 
πάνω στην οθόνη. Όπως τα διαφορετικά και συντονισµένα σχέδια είναι διαδο-
χικά διαµορφωµένα , η σχέση µεταξύ του χρήστη και του artefact εξελίσσεται: 
αυτή η διαδικασία καλείται “εργαλειακή γένεση”(‘instrumental genesis’) (Mari-
otti, 2002). Η µετάφραση της κατάστασης του προβλήµατος στα µαθηµατι-
κά είναι ένα σηµαντικό σηµείο και η επαναθεώρηση της άλγεβρας µέσω των 
υπολογιστών µπορούν να βοηθήσουν την κατανόηση των εννοιών σε υψηλό-
τερο επίπεδο και σε µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης.. Όπως αναφέ-
ρουν οι Uri Leron &Tamar Paz στο The slippery road from actions on objects 
to functions and variables:« Στην συγκεκριµένη περίπτωση θα µπορούσαµε να 
αντιστοιχήσουµε την δράση µε τη συνάρτηση , το αντικείµενο µε την µεταβλη-
τή και την αρχική και τελική µορφή του µετασχηµατιζοµένου αντικειµένου µε 
το input-output µιας συνάρτησης.» Η αλλαγή της τιµής της παραµέτρου για 
παράδειγµα δεν έχει επιπτώσεις µόνο σε ένα σηµείο τοπικά αλλά στην πλή-
ρη γραφική παράσταση συνολικά. Εποµένως η έννοια της παραµέτρου είναι 
επαρκής για ενδυνάµωση της αφαιρετικής ικανότητας διακριτών καταστάσε-
ων, έτσι ώστε οι περισσότερες τυπικές και γενικές αλγεβρικές αναπαραστάσεις 
µπορούν να γίνουν ένα φυσικό τµήµα του µαθηµατικού κόσµου του µαθητή. 

∆ιάφορα περιβάλλοντα υπολογιστών µπορούν να βοηθήσουν τους σπου-
δαστές να αποκτήσουν αλγεβρική σκέψη. για παράδειγµα της συνάρτησης

 (σχήµα 1) καθορίζοντας από την αρχή τις παραµέτρους α, b,c 
(menu –graph-new parameter) και στην συνέχεια µεταβάλλοντας τις τιµές 
των παραµέτρων µε animation (menu-edit –action button). Η εµπειρία µέσω 
του λογισµικού της δυναµικής γεωµετρίας τους παρέχει έναν τρόπο να σκε-
φτούν για την αφηρηµένη ιδέα µε την σύνδεση των παραµέτρων µε συγκεκρι-
µένες τιµές και ακόµα περισσότερο µε την µεταβολή των τιµών µε κατάλληλο 
animation το οποίο περιορίζει τις τιµές σε δυνατές για τη κατασκευή περιπτώ-
σεις.

Έστω τρίγωνο σκαληνό και εξωτερικά αυτού τα ορθογώνια τρίγωνα (κατα-
σκευή του Vecten –σχήµα 2). Για την εφαρµογή των παραµέτρων στην γεωµε-
τρία κατασκευάζουµε παραµετρικά τις πλευρές του αρχικού τριγώνου ΑΒΕ 
όπως και την περιεχόµενη γωνία της κορυφής. To animation των παραµέτρων 
επιφέρει αποτέλεσµα διαφορετικό από ένα απλό µετασχηµατισµό που λει-
τουργεί συνολικά σε όλο το σχήµα. Έτσι οδηγούµαστε σε µια αλγεβροποίηση 
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της γεωµετρίας παίρνοντας την µορφή συνάρτησης, µε input τις τιµές των 
παραµετρικών πλευρών και γωνίας και output ένα συνεχή µετασχηµατι-
σµό. Εποµένως οδηγούµαστε στην υπόθεση ότι τα λογισµικά δυναµικής γεω-
µετρίας µας προσφέρουν τις νέες δυνατότητες και είναι σε θέση να εισάγουν µε 
αυτό τον τρόπο την έννοια της συνάρτησης στην γεωµετρία κι εποµένως την 
έννοια των γεωµετρικών µετασχηµατισµών και µέσα από την διατήρηση των 
ιδιοτήτων τον χαρακτήρα της γεωµετρικής συνάρτησης. Έχουµε µε αυτόν τον 
τρόπο προχωρήσει σε µια επιπλέον διάσταση της δυναµικής γεωµετρίας που 
γενικεύει τo αντικείµενο και οδηγεί τον µαθητή, σε απευθείας αντίληψη των 
άπειρων µεταβολών του ιδίου σχήµατος.

Σχήµα 1. animation –trace των παραµέτρων a,b,c στο τριώνυµο 

Σχήµα 2. animation των δυναµικών παραµέτρων στο θεώρηµα του Vecten

ΣΥΖΗΤΗΣΗ 
Μπορούµε εποµένως να ενισχύσουµε την κατανόηση των µαθητών σε αλγε-
βρικές ιδέες και νοήµατα αλλά αυτά εξαρτώνται και από την φύση και την 
εµπειρία στο λογισµικό σε συνάρτηση µε τις αλγεβρικές γνώσεις. Όταν οι µα-
θητές ορίζουν µια διαδικασία µε µεταβλητές είναι σηµαντικό να προσδιορίσουν 
τι µεταβάλλεται µε ένα συγκεκριµένο όνοµα και νa το λειτουργήσουν µε την 
µεταβολή των τιµών του. Εποµένως στην ουσία µέσω του λογισµικού οι µαθη-
τές εθίζονται στην διαδικασία µιας συνάρτησης ως εισερχόµενα –εξερχόµενα. 
Έτσι κατασκευάζεται µια µηχανή (Sutherland,1989) στο µυαλό των µαθητών 
που τους παρακινεί να θέτουν τιµές και να λαµβάνουν τις αλλαγές άµεσα στην 
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οθόνη του υπολογιστή τους ,αλλά και µε την ιδιότητα των αντικειµένων της δυ-
ναµικής γεωµετρίας. Αφ’ ετέρου όπως αναφέρει η Ana Paula Jahn «...Η διαδικα-
σία του trace δεν αποτελεί µόνη της ένα αντικείµενο του λογισµικού αλλά προ-
σπαθώντας να προσεγγίσουµε το θέµα θα λέγαµε ότι είναι η δυναµική ερµηνεία 
της αναπαράστασης της τροχιάς ενός σηµείου ή ενός συνόλου σηµείων και κατά 
ένα λειτουργικό τρόπο και περιγράφοντας το σαν συνάρτηση µια ένα –προς ένα 
αντιστοίχιση µεταξύ του αρχικού σηµείου και του σηµείου που προκύπτει στην 
συνέχεια». Οι µαθητές καταλαβαίνουν τις αλλαγές των διαµορφώσεων των 
σχηµάτων µε την χρήση των µεταβλητών , ενώ η δυνατότητα τους να γενικεύ-
σουν τις βασισµένες σε υπολογιστή ιδέες εξαρτάται από την εµπειρία τους και 
τις οδηγίες που παρέχονται. Ο χρόνος που ξοδεύεται για την εκµάθηση αυτών 
των εργαλείων είναι επένδυση και όπως αναφέρει ο Fey (1991) η τεχνολογία 
είναι το λιγότερο ένα παιδαγωγικό εργαλείο και περισσότερο ένα µαθηµατικό 
εργαλείο , ένα µέσο όπου µπορούν να δουν τα µαθηµατικά σαν να είναι µια 
πηγή µαθηµατικών µοντέλων και ερωτήσεων «what if » .
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