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Περίληψη 
Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται ο ρόλος της λειτουργίας του ‘συρσίµατος’ 
(drag mode) - η οποία παρέχεται από τα περιβάλλοντα ∆υναµικής Γεωµετρίας 
όπως το περιβάλλον Cabri-Geometry II (Laborde, 1990)- στις στρατηγικές µαθη-
τών για τις έννοιες της επιφάνειας και της περιµέτρου στα τρίγωνα. Η µελέτη αυτή 
αποτελεί ποιοτική έρευνα που πραγµατοποιήθηκε σε σχολείο του Ν. Ηλείας στην 
οποία συµµετείχαν 25 µαθητές των τριών τάξεων Γυµνασίου. Από την ανάλυση 
των δεδοµένων προέκυψε ότι οι µαθητές χρησιµοποίησαν τη λειτουργία του ‘συρ-
σίµατος’ στις στρατηγικές επίλυσης των προβληµάτων που τους τέθηκαν µε τρεις 
τρόπους: α) διορθωτικά, β) διερευνητικά και γ) επιβεβαιωτικά. Χρησιµοποιώντας 
τη λειτουργία του ‘συρσίµατος’ µε τους τρεις τρόπους που προαναφέρθηκαν σε 
συνδυασµό µε τις λειτουργίες της αυτόµατης µέτρησης µηκών και επιφανειών που 
παρέχονται από το περιβάλλον Cabri-Geometry II, οι µαθητές βοηθήθηκαν αφ 
ενός µεν να εξελιχθούν από την έννοια της ισότητας στην έννοια της ισοδυναµίας 
στα τρίγωνα και αφ ετέρου να διαχωρίσουν την έννοια της επιφάνειας από την 
έννοια της περιµέτρου.
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Η κατανόηση της έννοιας της επιφάνειας είναι σηµαντική διότι αποτελεί µέρος 
των Μαθηµατικών της Επιστήµης αλλά και της καθηµερινής ζωής των ανθρώ-
πων. Για την κατανόηση της έννοιας της επιφάνειας βασικό και πρωταρχικό 
ρόλο παίζει η κατανόηση της διατήρησής της (Piaget, Inhelder & Szeminska, 
1981; Maher & Beattys, 1986). ∆ιατήρηση της επιφάνειας σηµαίνει ότι ένα 
επίπεδο σχήµα δύναται να διατηρεί την επιφάνειά του ενώ αλλάζει µορφή 
(Piaget, et al., 1981). Οι µαθητές εµφανίζουν δυσκολίες στην κατανόηση της 
έννοιας της επιφάνειας οι οποίες εστιάζονται στη δυσκολία κατανόησης της 
διατήρησής της ύστερα από µεταβολή του σχήµατός της, είτε ύστερα από τε-
µαχισµό σε µέρη και ανασύνθεση των µερών είτε µέσω της χρήσης των τύπων 
υπολογισµού και κατάλληλης µεταβολής των υπεισερχόµενων µεγεθών ώστε 
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να προκύψει επιφάνεια µε το ίδιο εµβαδόν. Ακόµη, οι µαθητές δυσκολεύονται 
στη διάκριση µεταξύ επιφάνειας και περιµέτρου και χρησιµοποιούν αυτές τις 
έννοιες εναλλακτικά (Hart, 1989). Η κατανόηση της έννοιας της επιφάνειας 
και της διατήρησής της έχει συνδεθεί µε τη µορφή των σχηµάτων που κάθε 
φορά µελετώνται (Johnson, 1986). Πιο συγκεκριµένα, οι µαθητές φαίνεται να 
κατανοούν περισσότερο τη δυνατότητα της διατήρησης της επιφάνειας σε πα-
ραλληλόγραµµα ενώ εµφανίζουν δυσκολίες όταν πρόκειται για ακανόνιστα ή 
µη κυρτά σχήµατα αλλά και τρίγωνα. (Johnson, 1986; Kordaki, 2003). 

Η κατανόηση της έννοιας της επιφάνειας και της διατήρησής της έχει 
επίσης συνδεθεί µε το είδος των εργαλείων και ειδικότερα των εργαλείων σε 
περιβάλλον υπολογιστή (Kordaki & Potari, 2002; Kordaki, 2003). Ειδικότερα, 
τα ∆υναµικά Συστήµατα Γεωµετρίας όπως το περιβάλλον Cabri-Geometry II 
προσφέρουν σηµαντικές δυνατότητες για τη µάθηση της έννοιας της επιφάνει-
ας. Οι δυνατότητες αυτές αφορούν στη διαθεσιµότητα πληθώρας εργαλείων 
που αφορούν σε µια σειρά εννοιών της Ευκλείδειας Γεωµετρίας καθώς επίσης 
και στη δυνατότητα άµεσης διαχείρισης µέσω της λειτουργίας του ‘συρσίµα-
τος’ των θεωρητικών εννοιών που εµφανίζονται ως διαγράµµατα στην οθόνη 
του υπολογιστή (Laborde and Laborde, 1995). Τα σχήµατα στο περιβάλλον 
Cabri-Geometry II αποτελούν γεωµετρικά αντικείµενα, τα οποία δύνανται 
να τροποποιούνται ως προς τη µορφή ενώ διατηρούν τις βασικές γεωµετρι-
κές ιδιότητες µε τις οποίες κατασκευάστηκαν (Noss & Hoyles, 1996; Mariotti, 
1995). Αναφέρεται ότι η λειτουργία του ‘συρσίµατος’ µπορεί να χρησιµοποιη-
θεί µε δύο τρόπους (Holzl, 2001, p.83). α) Ως εργαλείο διερεύνησης: οι µαθητές 
πειραµατιζόµενοι µε τη µεταβολή των γεωµετρικών κατασκευών στην οθόνη 
του υπολογιστή µέσω της άµεσής τους διαχείρισης µπορούν να διατυπώσουν 
υποθέσεις για τις βασικές τους γεωµετρικές ιδιότητες. β) Ως εργαλείο ‘ελέγ-
χου’: Οι µαθητές µπορούν να επαληθεύσουν µέσω µιας απειρίας εµπειρικών 
δεδοµένων τις τυχόν υποθέσεις που έχουν διαµορφώσει µόνοι τους ή έχουν 
αποκοµίσει µέσω παραδοσιακού πληροφοριακού τύπου διδασκαλίες. 

Επιπλέον, το Cabri II παρέχει εργαλεία αυτόµατης µέτρησης επιφανειών 
και µηκών όπως και δυνατότητες αυτόµατης πινακοποίησης αυτών των µεγε-
θών σε συνδυασµό µε τη χρήση της λειτουργίας της άµεσης διαχείρισης των 
σχηµάτων στην οθόνη του υπολογιστή. Έτσι, οι µαθητές έχουν την ευκαιρία 
να µελετήσουν τα αριθµητικά δεδοµένα που παράγονται και να διατυπώσουν 
εικασίες, γενικεύσεις και συµπεράσµατα. 

Στην παρούσα έρευνα, µελετάται ο ρόλος του ‘drag mode’ στις κατασκευές 
ισοδυνάµων τριγώνων από τους µαθητές και στην εξέλιξή τους από την έννοια 
της ισότητας τριγώνων στην έννοια της ισοδυναµίας τριγώνων καθώς και στο 
διαχωρισµό της έννοιας της επιφάνειας από την περίµετρο. Στη συνέχεια του 
άρθρου παρουσιάζεται το πλαίσιο της έρευνας, ακολουθεί η παρουσίαση και 
η συζήτηση των αποτελεσµάτων, ενώ στο τέλος παρατίθενται σχετικά συµπε-
ράσµατα.

ΤΟ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ
Η παρούσα ποιοτική µελέτη (Cohen & Manion, 1989) αποτελεί µέρος µιας 
ευρύτερης έρευνας που στόχευε στη διερεύνηση των προσεγγίσεων των µαθη-
τών στην κατασκευή ισοδύναµων τριγώνων µε τη χρήση εργαλείων του Cabri-
Geometry II (Κορδάκη και Μπαλωµένου 2003; Kordaki and Balomenou, 2006). 
Κατά τη διάρκεια της έρευνας αυτής δόθηκαν στους µαθητές πέντε δραστη-
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ριότητες. Η παρούσα εργασία αφορά σε µία από αυτές. Στην παρούσα µελέτη 
εστιάζουµε στο ρόλο της λειτουργίας του ‘συρσίµατος’ στις στρατηγικές που 
κατασκεύασαν οι µαθητές για την προσέγγιση των εννοιών της επιφάνειας και 
της περιµέτρου ισοδυνάµων τριγώνων. 

Ειδικότερα, κατά τη διάρκεια της δραστηριότητας ζητήθηκε από τους µα-
θητές: α) να κατασκευάσουν ζεύγη τριγώνων µε ίσες επιφάνειες µε όσο το δυ-
νατό περισσότερους τρόπους µπορούν, β) να διερευνήσουν το τι συµβαίνει µε 
την περίµετρο αυτών των τριγώνων και γ) να αιτιολογήσουν τις κατασκευές 
τους. Προκειµένου οι µαθητές να κατασκευάσουν όσο περισσότερες λύσεις 
µπορούν σε ένα πρόβληµα, έχουν την ευκαιρία να εκφράσουν διαφορετικές 
αντιλήψεις για τις έννοιες που µελετούν και να αποκτήσουν µια πιο διευρυµέ-
νη αντίληψη σχετικά µε αυτές τις έννοιες (Kordaki, 2003). 

Οι µαθητές πριν την εµπλοκή τους µε τις δραστηριότητες της έρευνας κλή-
θηκαν να απαντήσουν στις παρακάτω ερωτήσεις: α) ‘είναι δυνατό δύο τρίγωνα 
να έχουν ίσες επιφάνειες και διαφορετική µορφή?’ και β) τι πιστεύετε για την 
επιφάνεια και την περίµετρο ενός σχήµατος, είναι ίδιες ή διαφορετικές έννοι-
ες?. Οι ερωτήσεις αυτές έγιναν µε στόχο να διερευνήσουν την εξέλιξη των µα-
θητών κατά τη διάρκεια του πειράµατος. Όπως προέκυψε από τα δεδοµένα, 
όλοι οι µαθητές αναγνώριζαν το ότι δύο ίσα τρίγωνα έχουν ίσες επιφάνειες 
αλλά ποτέ δεν είχαν αντιµετωπίσει αυτό το ενδεχόµενο σε τρίγωνα µε δια-
φορετική µορφή. Σχετικά µε τις έννοιες της περιµέτρου και της επιφάνειας 
παρά το ότι οι µαθητές γνώριζαν από τη σχολική τους γνώση τους σχετικούς 
ορισµούς, 3 από τους 25 µαθητές που συµµετείχαν στο πείραµα ανέφεραν, ότι 
‘επιφάνεια και περίµετρος είναι το ίδιο πράγµα’ ενώ οι υπόλοιποι ανέφεραν ότι 
δεν τους είχε απασχολήσει ποτέ αυτό το ζήτηµα. Σχετικά µε την επιφάνεια, οι 
µαθητές γνώριζαν από τη σχολική τους γνώση τους τύπους υπολογισµού της 
επιφάνειας στα τρίγωνα.

Το πείραµα
Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε στο Γυµνάσιο Πανόπουλου Ν. Ηλείας, µε 25 
συνολικά µαθητές των 3 τάξεων του Γυµνασίου. Οι µαθητές χωρίστηκαν σε 
οµάδες των 2 ή 3 ατόµων και αρχικά είχαν την ευκαιρία να εξοικειωθούν για 
περίπου 2 µήνες (2 ώρες την εβδοµάδα) µε βασικές λειτουργίες ενός ηλεκτρο-
νικού υπολογιστή στο εργαστήριο υπολογιστών του σχολείου. Στη συνέχεια, 
οι µαθητές εξοικειώθηκαν µε τη χρήση όλων των εργαλείων του Cabri II εκτός 
από εκείνα που αφορούν σε διανύσµατα, γεωµετρικούς τόπους, οµοιοθεσία 
και µακροκατασκευές. Μετά την ολοκλήρωση της φάσης εξοικείωσης οι µα-
θητές αντιµετώπισαν τις πέντε δραστηριότητες της έρευνας. Κάθε οµάδα ερ-
γάστηκε δύο ώρες κατά µέσο όρο για κάθε δραστηριότητα. Η ερευνήτρια, µια 
από τις συγγραφείς, συµµετείχε ως παρατηρητής µε ελάχιστη παρέµβαση. Τα 
δεδοµένα της έρευνας αποτέλεσαν τα ηλεκτρονικά αρχεία µε τις εικόνες των 
στρατηγικών των µαθητών, οι χειρόγραφες σηµειώσεις της ερευνήτριας και 
κασέτες βιντεοκάµερας.

Η διαδικασία ανάλυσης δεδοµένων
Τα διάφορα είδη δεδοµένων ταξινοµήθηκαν ανά οµάδα µαθητών και στη συ-
νέχεια οι στρατηγικές τους ταξινοµήθηκαν σε κατηγορίες µε κριτήριο τα εργα-
λεία του Cabri-Geometry II που χρησιµοποίησαν οι µαθητές στις κατασκευές 
τους. Τέλος, αναλύεται ο ρόλος του ‘drag mode’ σε συνδυασµό µε άλλα εργα-
λεία του Cabri-Geometry II στις κατασκευές των µαθητών.
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ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ
Οι µαθητές κατασκεύασαν µια ποικιλία στρατηγικών προκειµένου να φέ-
ρουν σε πέρας τις δραστηριότητες της έρευνας. Η φύση των δραστηριοτή-
των - που ζητούσε όσο το δυνατόν περισσότερες λύσεις - σε συνδυασµό µε 
την ποικιλία των προσφεροµένων εργαλείων του εκπαιδευτικού λογισµικού 
Cabri-Geometry II, οδήγησε τους µαθητές να αναπτύξουν στρατηγικές κατα-
σκευής ισοδυνάµων τριγώνων οι οποίες εντάχθηκαν σε εννέα κατηγορίες και 
περιγράφονται αναλυτικά στο Kordaki and Balomenou (2006). Πολλές από 
αυτές τις στρατηγικές είναι ασυνήθιστες στις σχολικές πρακτικές. Κάθε µα-
θητής κατασκεύασε πάνω από δύο στρατηγικές επίλυσης του προβλήµατος 
που τέθηκε. Όσον αφορά τις στρατηγικές τις οποίες οι µαθητές κατασκεύασαν 
εκµεταλλευόµενοι τη λειτουργία του ‘drag - mode’ και όπως προέκυψε από την 
ανάλυση αυτών, οι µαθητές χρησιµοποίησαν τη λειτουργία ‘drag - mode’ µε 
τρεις διαφορετικούς τρόπους: α) ∆ιορθωτικά, β) ∆ιερευνητικά, και γ) Επαλη-
θευτικά. Οι τρόποι αυτοί περιγράφονται στην επόµενη ενότητα σε συσχέτιση 
µε τις στρατηγικές επίλυσης που κατασκεύασαν οι µαθητές στα προβλήµατα 
που τους τέθηκαν:

Χρήση της λειτουργίας ‘drag - mode’ µε διορθωτικό τρόπο
Στρατηγική Σ1: Κατασκευάζοντας ίσα τρίγωνα χρησιµοποιώντας το ‘µάτι’. Η 
στρατηγική αυτή στηρίζεται κυρίως στην οπτική αντίληψη των µαθητών. Ως 
εκ τούτου, θεωρείται ως µια αρχική- στοιχειώδης (primary) προσέγγιση της 
επιφάνειας (Piaget, et al., 1981). Οι µαθητές που κατασκεύασαν αυτή τη στρα-
τηγική σχεδίασαν ένα σκαληνό τρίγωνο στην οθόνη του υπολογιστή χρησιµο-
ποιώντας το εργαλείο ‘τρίγωνο’. Στη συνέχεια χρησιµοποίησαν το ίδιο εργαλείο 
προκειµένου να κατασκευάσουν ένα τρίγωνο το οποίο σύµφωνα µε την οπτική 
τους αντίληψη φαινόταν να είναι ίσο µε το αρχικό. Προκειµένου να επιβε-
βαιώσουν την ορθότητα της κατασκευής αυτού του ζεύγους ίσων τριγώνων 
χρησιµοποίησαν την αυτόµατη µέτρηση της επιφάνειας και των δύο τριγώ-
νων. Στο σηµείο αυτό οι µαθητές συνειδητοποίησαν ότι οι επιφάνειες των δύο 
τριγώνων ήταν διαφορετικές. Τότε οι µαθητές αυτοί εξέφρασαν την άποψη 
ότι ‘είναι δύσκολο να κατασκευαστούν µε το µάτι ίσα τρίγωνα στο περιβάλλον 
Cabri-Geometry II’. Προκειµένου να ξεπεράσουν αυτή τη δυσκολία, οι µαθητές 
χρησιµοποίησαν τη λειτουργία του ‘drag mode’ µε διορθωτικό τρόπο σε συν-
δυασµό µε την αυτόµατη µέτρηση της επιφάνειας, µε στόχο να διορθώσουν 
το δεύτερο τρίγωνο ώστε να έχει ίση επιφάνεια µε το αρχικό. Έτσι, έσυραν 
µια ή περισσότερες κορυφές του δεύτερου τριγώνου µέχρι να βρουν κάποιο 
στιγµιότυπο στην οθόνη του υπολογιστή όπου τα δύο τρίγωνα να έχουν ίδια 
επιφάνεια. Στην προσπάθειά τους αυτή βρήκαν κάποιες περιπτώσεις όπου τα 
τρίγωνα είχαν µεν την ίδια επιφάνεια δεν είχαν όµως την ίδια µορφή. Στο ση-
µείο αυτό οι µαθητές εξεπλάγησαν, δοκίµασαν και άλλες φορές και τέλος µε 
έκπληξη παρατήρησαν ότι τελικά ‘είναι δυνατό δύο τρίγωνα να έχουν την ίδια 
επιφάνεια αλλά όχι ακριβώς το ίδιο σχήµα’. ∆ηλαδή, µέσα από τη διορθωτική 
χρήση του ‘drag- mode’ και σε συνδυασµό µε την αυτόµατη µέτρηση της επι-
φάνειας οι µαθητές βοηθήθηκαν να µεταβούν από την ισότητα στην ισοδυ-
ναµία των τριγώνων. Έτσι οδηγήθηκαν στην κατασκευή της στρατηγικής που 
περιγράφεται στην επόµενη ενότητα.
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Χρήση της λειτουργίας ‘drag - mode’ µε διερευνητικό τρόπο (exploratory 
mode)
Στρατηγική Σ2: χρήση της λειτουργίας ‘drag mode’ σε συνδυασµό µε την αυτό-
µατη µέτρηση επιφάνειας:
• Κατασκευή δύο τριγώνων ΑΒΓ και ΖΚΛ
• Αυτόµατη µέτρηση της επιφάνειας των τριγώνων ΑΒΓ και ΖΚΛ
• Σύρσιµο των κορυφών του τριγώνου ΖΚΛ µέχρι να βρεθούν κάποια στιγ-

µιότυπα κατά τα οποία η επιφάνεια του ΖΚΛ να είναι ίση µε την επιφάνεια 
του ΑΒΓ. 
Οι µαθητές που πραγµατοποίησαν αυτή τη στρατηγική πειραµατίστηκαν 

µε δύο τρίγωνα διαφορετικής µορφής όπου µε τη χρήση του ‘συρσίµατος΄ τρο-
ποποιούσαν δυναµικά τη µορφή του δεύτερου τριγώνου ενώ ταυτόχρονα πα-
ρατηρούσαν και πινακοποιούσαν τα αποτελέσµατα της αυτόµατης µέτρησης 
της επιφάνειάς του. Κατά τη διάρκεια αυτής της διερευνητικής διαδικασίας, οι 
µαθητές εντόπισαν περιπτώσεις όπου το δεύτερο τρίγωνο είχε ίση επιφάνεια 
µε το αρχικό αλλά διαφορετική µορφή. Με έκπληξη οι µαθητές εξέφρασαν 
ότι ‘είναι δυνατόν δύο τρίγωνα µε διαφορετικό σχήµα να έχουν ίσες επιφάνειες’. 
Με βάση αυτά τα οπτικά και αριθµητικά στοιχεία, οι συγκεκριµένοι µαθητές 
είχαν η ευκαιρία να καταλάβουν διαισθητικά την έννοια της διατήρησης της 
επιφάνειας σε τυχαία τρίγωνα. Αξίζει τέλος να σηµειωθεί ότι, κατά τη διάρκεια 
αυτού του πειραµατισµού ορισµένοι µαθητές παρατήρησαν ότι ‘όταν η κορυ-
φή του δεύτερου τριγώνου µετακινείται κάπως παράλληλα στην απέναντί του 
πλευρά προκύπτουν τρίγωνα µε ίσες επιφάνειες’. Έτσι οδηγήθηκαν στην κατα-
σκευή της στρατηγικής που περιγράφεται παρακάτω.

Χρήση της λειτουργίας ‘drag - mode’ µε διερευνητικό και επαληθευτικό 
τρόπο 
Στρατηγική Σ3: διατήρηση του µήκους της βάσης και της απόστασής της από 
την απέναντι κορυφή του τριγώνου. Aυτή η στρατηγική αποτελεί µια πιο προ-
χωρηµένη-εξελιγµένη προσέγγιση της έννοιας της επιφάνειας από τους µαθη-
τές (Piaget, et al., 1981) σε σχέση µε τη στρατηγική Σ1.
• Κατασκευή: δύο παράλληλων ευθειών ε1 και ε2, ενός ευθυγράµµου τµήµα-

τος ΒΓ πάνω στην ε1, ενός σηµείου Α πάνω στην ε2 και του τριγώνου ΑΒΓ 
• Αυτόµατη µέτρηση της επιφάνειας του τριγώνου ΑΒΓ
• Σύρσιµο του σηµείου Α πάνω στην ευθεία ε2
• Πινακοποίηση της επιφάνειας των τριγώνων που σχηµατίζονται καθώς το 

σηµείο Α σύρεται πάνω στην ευθεία ε2.
Εδώ αξίζει να σηµειωθεί ότι οι µαθητές που πραγµατοποίησαν αυτή τη 

στρατηγική στηρίχθηκαν στην εικόνα και µε διαισθητικό τρόπο αντιλήφθη-
καν ότι τα παραγόµενα τρίγωνα έχουν ίσα ύψη. Αιτιολόγησαν την εικασία 
τους λέγοντας ότι: ‘αυτά τα τρίγωνα έχουν ίσες επιφάνειες διότι έχουν κοινή 
βάση και φαίνεται να έχουν ίσα ύψη διότι οι δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 
έχουν ίση απόσταση’. Ορισµένοι µαθητές κατασκεύασαν αυτή τη στρατηγική 
παράγοντας µια πληθώρα ισοδυνάµων τριγώνων µε τη χρήση του ‘drag mode’, 
(η στρατηγική αυτή δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί στο περιβάλλον ‘χαρτί-
µολύβι’ µε απειρία ισοδυνάµων τριγώνων) ενώ άλλοι αρχικά κατασκεύασαν 
ένα περιορισµένο αριθµό τριγώνων. Ειδικότερα, αυτοί οι µαθητές κατασκεύ-
ασαν 2 παράλληλες ευθείες ε1 και ε2, ένα ευθύγραµµό τµήµα ΒΓ πάνω στην 
ευθεία ε1, πήραν ένα σηµείο Α στην ευθεία ε2 και κατασκεύασαν το τρίγωνο 



512 Πρακτικά Συνεδρίου - ΜΕΡΟΣ ΤΕΤΑΡΤΟ

ΑΒΓ. Στη συνέχεια πήραν άλλα δύο σηµεία Κ και Λ πάνω στην ε2 και κατα-
σκεύασαν τα τρίγωνα ΚΒΓ και ΛΒΓ. Αφού διαπίστωσαν την ισοδυναµία των 
τριγώνων αυτών ως προς την επιφάνεια, ορισµένοι από αυτούς προχώρησαν 
και δοκίµασαν να χρησιµοποιήσουν τη λειτουργία του ‘συρσίµατος’ προκειµέ-
νου να διερευνήσουν την ισοδυναµία των επιφανειών σε ένα µεγάλο αριθµό 
τριγώνων τα οποία παράγονταν µε αυτό τον τρόπο. Αξίζει να σηµειωθεί ότι, οι 
µαθητές που πραγµατοποίησαν στρατηγικές αυτής της κατηγορίας µέτρησαν 
αυτόµατα τις επιφάνειες των παραγόµενων τριγώνων και ταυτόχρονα πινακο-
ποιούσαν αυτόµατα τα αποτελέσµατα. Με αυτό τον τρόπο αυτοί οι µαθητές 
επαλήθευσαν αυτή τη στρατηγική ως µέθοδο κατασκευής µιας οικογένειας 
ισοδυνάµων τριγώνων. 

Επιφάνεια και περίµετρος. Οι µαθητές µελέτησαν την επιφάνεια σε σχέση 
µε την περίµετρο στα ισοδύναµα τρίγωνα που κατασκεύασαν µε όλους τους 
τύπους στρατηγικών που επινόησαν. Πιο συγκεκριµένα, σε κάθε περίπτωση οι 
µαθητές µετρούσαν αυτόµατα τις επιφάνειες και τις περιµέτρους των τριγώ-
νων αυτών και σύγκριναν τα αριθµητικά αποτελέσµατα τα οποία παράγονταν 
µε τη βοήθεια των λειτουργιών αυτών. Σε όλες τις περιπτώσεις οι µαθητές κα-
τέληξαν στο συµπέρασµα ότι ‘η επιφάνεια είναι διαφορετικό πράγµα από την 
περίµετρο’, ‘δύο τρίγωνα µπορεί να έχουν ίσες επιφάνειες αλλά διαφορετικές 
περιµέτρους’. Ειδικότερα, στις περιπτώσεις που χρησιµοποίησαν τη λειτουργία 
του ‘drag mode’ προκειµένου να διερευνήσουν τη δυνατότητα ύπαρξης τρι-
γώνων µε ίσες επιφάνειες αλλά διαφορετική µορφή, οι µαθητές διαπίστωσαν 
ότι ανάµεσα σε ισοδύναµα τρίγωνα το ισόπλευρο τρίγωνο έχει τη µικρότερη 
περίµετρο. 

ΣΥΖΉΤΗΣΗ
Οι µαθητές προκειµένου να φέρουν σε πέρας τις δραστηριότητες που τους δό-
θηκαν εκµεταλλεύτηκαν τις δυνατότητες του περιβάλλοντος Cabri-Geometry 
ΙΙ, χρησιµοποιώντας ‘µε κάθε δυνατό τρόπο’ τα παρεχόµενα εργαλεία του, και 
κατασκεύασαν 9 διαφορετικές προσεγγίσεις στη διατήρηση της επιφάνειας 
των τριγώνων, σε αντιπαράθεση µε την κυρίαρχη σχολική προσέγγιση η οποία 
στηρίζεται κυρίως στον τύπο υπολογισµού του εµβαδού. Σηµαντικό ρόλο στην 
εξέλιξη των µαθητών από την έννοια της ισότητας στην έννοια της ισοδυναµί-
ας στα τρίγωνα έπαιξε η χρήση της λειτουργίας του ‘συρσίµατος’. Η λειτουργία 
του ‘συρσίµατος’ σε συνδυασµό µε τη λειτουργία της αυτόµατης µέτρησης της 
επιφάνειας χρησιµοποιήθηκε µε τρεις διαφορετικούς τρόπους: 
α)  Με διορθωτικό τρόπο: Οι µαθητές χρησιµοποίησαν τη λειτουργία ‘drag- 

mode’ ως εργαλείο για να βελτιώσουν-προσαρµόσουν την κατασκευή ίσων 
τριγώνων µε µεθόδους που βασιζόταν πλήρως ή µερικώς στην οπτική τους 
αντίληψη. Η διορθωτική αυτή διαδικασία βοήθησε ορισµένους µαθητές να 
εξελιχθούν από την έννοια της ισότητας στην έννοια της ισοδυναµίας τρι-
γώνων. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η χρήση αυτού του τύπου της λειτουργίας 
του “drag mode” δεν έχει ως σήµερα αναφερθεί από ερευνητές.

β) Με διερευνητικό τρόπο: Με τη χρήση της λειτουργίας “drag mode” οι µα-
θητές διερεύνησαν ένα µεγάλο αριθµό τριγώνων και βρήκαν περιπτώσεις 
ισοδύναµων αλλά όχι υποχρεωτικά ίσων τριγώνων. Έτσι, οι µαθητές εξε-
λίχθηκαν από την έννοια της ισότητας στην έννοια της ισοδυναµίας τρι-
γώνων. Επιπλέον, οι µαθητές διερεύνησαν τη δυνατότητα της διατήρησης 
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της επιφάνειας σε οικογένειες ισοδυνάµων τριγώνων µε κοινή βάση και ίσα 
ύψη, τα οποία δηµιουργούνται έτσι ώστε η βάση να βρίσκεται σε µία ευθεία 
ε1 ενώ η απέναντι κορυφή να κινείται σε παράλληλη ευθεία προς αυτήν. 

γ) Με επαληθευτικό τρόπο: Οι µαθητές χρησιµοποίησαν τις παραπάνω λει-
τουργίες προκειµένου να επαληθεύσουν όλες τις κατασκευές ισοδυνάµων 
τριγώνων που παρήγαγαν. Ακόµη, µε αυτό τον τρόπο, οι µαθητές είχαν την 
ευκαιρία να διερευνήσουν και να επαληθεύσουν τη διατήρηση της επιφά-
νειας σε έναν µεγάλο αριθµό τριγώνων διαφορετικής µορφής και πιο συ-
γκεκριµένα σε οικογένειες τριγώνων µεταξύ παραλλήλων ευθειών, µε κοι-
νή βάση και ίσα αντίστοιχα ύψη. 
Επιπλέον, η λειτουργία “drag mode” σε συνδυασµό µε τις αυτόµατες µετρή-

σεις επιφάνειας, µήκους, περιµέτρου, αυτόµατης πινακοποίησης, αξόνων και 
πλέγµατος, έδωσε στους µαθητές τη δυνατότητα: α) διαχωρισµού των εννοιών 
της επιφάνειας και της περιµέτρου, β) κατασκευής ισοδυνάµων τριγώνων µε 
ασυνήθιστους για τις σχολικές πρακτικές τρόπους γ) µελέτης της διατήρησης 
της επιφάνειας τριγώνων σε πληθώρα διαφορετικών εικονικών αναπαραστά-
σεων και στη διατύπωση εικασιών και δ) προσέγγισης της έννοιας της επιφά-
νειας µε διαφορετικούς τρόπους σε σχέση µε το περιβάλλον ‘χαρτί-µολύβι’. 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Η χρήση των εργαλείων του Cabri-Geometry II και ειδικότερα η λειτουργία 
‘drag mode’, σε συνδυασµό µε την αυτόµατη µέτρηση της επιφάνειας και της 
περιµέτρου και την αυτόµατη πινακοποίηση έδωσε την ευκαιρία στους µα-
θητές να µελετήσουν την έννοια της επιφάνειας σε µια ποικιλία ισοδυνάµων 
τριγώνων, να διορθώσουν τις προσεγγίσεις τους που στηρίζονταν κυρίως 
στην οπτική τους αντίληψη, να διερευνήσουν τη δυνατότητα διατήρησης της 
επιφάνειας σε τρίγωνα διαφορετικής µορφής και έτσι να εξελιχθούν από την 
ισότητα τριγώνων στην ισοδυναµία τριγώνων, να επαληθεύσουν µεθόδους 
κατασκευής ισοδυνάµων τριγώνων και τέλος να διαχωρίσουν την έννοια της 
επιφάνειας από την περίµετρο. Επιπλέον, µέσα από αυτή τη διαδικασία, οι µα-
θητές είχαν την ευκαιρία να διερευνήσουν την έννοια της επιφάνειας µέσα από 
διαφορετικές αναπαραστάσεις (οπτικές, αριθµητικές, συµβολικές), να διατυ-
πώσουν γενικεύσεις και να αποκτήσουν µια πιο διευρυµένη άποψη της παρα-
πάνω έννοιας και της σχέσης επιφάνειας- περιµέτρου ισοδυνάµων τριγώνων. 
Επιπλέον, οι µαθητές είχαν την ευκαιρία να κάνουν συνδυασµούς και συνδέ-
σεις µεταξύ διαφόρων ειδών γνώσης που ήδη κατείχαν, χωρίς να περιοριστούν 
στη µελέτη ενός µικρού αριθµού τριγώνων µε την αποκλειστική χρήση του 
τύπου υπολογισµού της επιφάνειας, πρακτική που κυρίως χαρακτηρίζει τις κυ-
ρίαρχες σχολικές πρακτικές. Γενικότερα, το ‘drag-mode’ σε συνδυασµό µε τα 
υπόλοιπα εργαλεία του Cabri II και µε τη φύση των δραστηριοτήτων, οι οποίες 
απαιτούσαν πολλαπλές επιλύσεις, επηρέασε τις στρατηγικές των µαθητών για 
την κατασκευή ισοδυνάµων τριγώνων. 
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