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Περίληψη 
Στην παρούσα εργασία εξετάζεται πως µέσα από την κατασκευή custom tool σε 
λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας(Geometer’s Sketchpad version 4.06) µπορεί να 
επιτευχθεί η σταδιακή µετάβαση από τον έλεγχο των υποθέσεων στην εύρεση 
νέων σχέσεων και την τυπική απόδειξη τους. Θα παρουσιαστεί µια εφαρµογή µε 
κατασκευή σύνθετου custom tool που περιλαµβάνει ανασχηµατισµό και η εύρε-
ση διαδικασιών που µπορούµε να εισάγουµε έννοιες του λογισµού µε ευχάριστο 
τρόπο και µέσα από το παιχνίδι, ακόµα και σε παιδιά µικρότερης τάξης από την 
προβλεπόµενη στο αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών. Τα λογισµικά δυναµικής γε-
ωµετρίας µπορούν να αποτελέσουν µε την κατασκευή οικογενειών δραστηριοτή-
των σε συνεχόµενες σελίδες του ίδιου αρχείου, µέσο για ανάπτυξη εικασιών και 
θεωρηµάτων(εν δράσει) της γεωµετρίας και µέσα από την διαδικασία των µετρή-
σεων και την τυπική απόδειξη των σχέσεων της διασύνδεσης τους µε την άλγεβρα 
και τον λογισµό. 

Λέξεις Κλειδιά
Λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας(DGS), custom tool, iteration.

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Η εισαγωγή της τεχνολογίας των υπολογιστών στην διδασκαλία των µαθηµα-
τικών έχει επαναπροσδιορίσει την κονστρουβιστική προσέγγιση των εννοιών. 
Είναι γνωστό από έρευνες ότι η εισαγωγή των υπολογιστών στην διδακτική 
πρακτική µπορεί να επιφέρει µετασχηµατισµούς στον τρόπο που δοµείται µια 
έννοια και κατά συνέπεια στον τρόπο που οι µαθητές συµµετέχουν στις δρα-
στηριότητες. Ο µετασχηµατισµός των διδακτικών πρακτικών όµως δεν µπορεί 
να επιτευχθεί µόνο µε την αλληλεπίδραση µε το εργαλείο του υπολογιστή. 
Στην πραγµατικότητα πρέπει να απαντήσουµε κάποια ερωτήµατα όπως :
• Ποια εργαλεία είναι κατάλληλα ώστε εισαγόµενα στην διδακτική πρακτική 

να µεσολαβήσουν στην κατασκευή των εννοιών από την εµπειρική βάση 
αναγκαία για την εκµάθηση; 

• Ποια πρέπει να είναι τα χαρακτηριστικά του εργαλείου για να επιτρέψουν 
να αναπτυχθεί η κατάλληλη εµπειρική βάση σε σχέση µε την µαθηµατική 
γνώση; 
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• Ποιες είναι οι απαραίτητες προϋποθέσεις ώστε ο µαθητής να µπορέσει µε 
την βοήθεια του εργαλείου να διευθύνει αποτελεσµατικά την εµπειρία όσον 
αφορά τα µαθηµατικά αντικείµενα της διδασκαλίας και έπειτα να τα χρησι-
µοποιήσει ως βάση για την εσωτερικοποίηση των µαθηµατικών εννοιών ;

• Ποιες είναι οι απαραίτητες διαδικασίες ώστε ένα τµήµα αφηρηµένης µα-
θηµατικής γνώσης να ενσωµατωθεί στο εργαλείο. Εξαρτάται αυτό από τον 
τύπο της δραστηριότητας; 

• Ποιες είναι οι προϋποθέσεις που επιτρέπουν την εξερεύνηση του εργαλεί-
ου ώστε να προκύψει παραγωγική µάθηση;
Οι δραστηριότητες µέσα σε οποιοδήποτε τοµέα της εµπειρίας µπορούν να 

έχουν διαφορετικούς στόχους: σε αυτό το έγγραφο θα αναφερθούµε σε εκείνες 
που είναι σχετικές µε την προσέγγιση εννοιών άλγεβρας και λογισµού µέσω 
θεωρηµάτων (εν δράσει)(Vergnaud,G.A., 1998) της γεωµετρίας µε επαναλη-
πτική διαδικασία (iteration) κατασκευής αρχείου εντολών στο Geometer’s 
Sketchpad που περιλαµβάνει ανασχηµατισµό (reconfiguration).

ΤΟ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ ΤΩΝ DGS ΩΣ ΜΕΣΟ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΕ-
ΩΝ 
Οι υπολογιστές παρέχουν τους τρόπους και τα µαθηµατικά που εµείς απλά 
δεν ονειρευτήκαµε τριάντα έτη πριν. Η λυδία λίθος αυτής της εµπειρίας 
είναι η εµπειρία του άµεσου χειρισµού των µαθηµατικών αντικειµένων και 
των σχέσεων δηλ. ενός νέου εµπειρικού µαθηµατικού ρεαλισµού (Balacheff 
and Kaput, 1996, p. 470)

Αναφερόµενοι σε έναν τοµέα του ανθρώπινου πολιτισµού που ο δάσκαλος 
και οι µαθητές µπορούν να θεωρήσουν ως οµοιογενή, ένα πεδίο εµπειρίας µπο-
ρεί να οριστεί ως σύστηµα τριών συνιστωσών δηλαδή το εξωτερικό πλαίσιο, το 
εσωτερικό πλαίσιο του µαθητή και το εσωτερικό πλαίσιο του δάσκαλου (Boero 
et al.,1995). Στο εξωτερικό πλαίσιο µπορούµε να συµπεριλάβουµε τα σηµειωτι-
κά εργαλεία µεσολάβησης (συµπεριλαµβανοµένων των αποσπασµάτων από τις 
ιστορικές πηγές που επιλέγονται από τον δάσκαλο και αποτελούν την σύνδεση 
της πολιτιστικής κληρονοµιάς µε την µαθηµατική ιδέα του θεωρήµατος) αλλά 
και τα κοµµάτια της γνώσης που παρήχθησαν από τις στατικές ή δυναµικές 
αναπαραστάσεις(Dreyfus, 1991). Αυτό είναι σύµφωνο µε τις γενικές ιδέες για 
την παραγωγή των προτάσεων της γεωµετρίας και την κατασκευή των αποδεί-
ξεων που στηρίζονται στην θεωρία πραγµατοποίησης (Sfard, 1991). 

Μερικοί ερευνητές έχουν απαιτήσει την χρησιµοποίηση αποδείξεων για 
να δηµιουργήσουν µια εµπειρία µε νόηµα σαν µέσο ενίσχυσης των αποτελε-
σµάτων (Hanna,1998) παρέχοντας την ευκαιρία που περιβάλλοντα όπως της 
δυναµικής γεωµετρίας µπορούν να παρέχουν. Τα εργαλεία των υπολογιστών 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να κερδίσουν την πεποίθηση µέσω της οπτι-
κοποίησης ή της εµπειρικής επαλήθευσης αλλά όπως ο De Villiers (2002) επι-
σηµαίνει οι αποδείξεις έχουν πολλαπλές λειτουργίες που µπορούν να υπερ-
βούν την απλή επαλήθευση και που µπορούν να αναπτυχθούν σε περιβάλλον 
υπολογιστικό : όπως η εξήγηση (γιατί είναι αληθινό και εποµένως περιλαµβά-
νει την συζήτηση που διευκρινίζει την πρόταση ή το αποτέλεσµα) την ανακά-
λυψη (εφεύρεση νέων αποτελεσµάτων) την επικοινωνία(διαπραγµάτευση της 
έννοιας) την διανοητική πρόκληση (η εκπλήρωση η προερχόµενη από την κα-
τασκευή της απόδειξης) την συστηµατοποίηση (οργάνωση των αποτελεσµά-
των σε ένα παραγωγικό σύστηµα αξιωµάτων, εννοιών και θεωρηµάτων).
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Η απόδειξη οδηγεί στην ύπαρξη ενός κοινού συστήµατος επικύρωσης και 
είναι η εξήγηση που µπορεί να γίνει αποδεκτή από την µαθηµατική κοινό-
τητα(Balachef,1987). O Balachef έχει προτείνει επίσης µια διάκριση ανάµεσα 
στην εµπειρική(pragmatic) απόδειξη και στην νοητική ή εννοιολογική απόδει-
ξη. Οι εµπειρικές αποδείξεις είναι εκείνες που βασίζονται στην αποτελεσµα-
τική δράση που πραγµατοποιείται στις αναπαραστάσεις των µαθηµατικών 
αντικειµένων. Οδηγούν στην πρακτική γνώση που το θέµα µπορεί να χρησι-
µοποιήσει για να καθιερώσει την ισχύ µιας πρότασης. Οι νοητικές (εννοιολο-
γικές) αποδείξεις απαιτούν αυτή την γνώση που αντανακλάται σ’ αυτές και η 
παραγωγή τους αναγκαία προϋποθέτει την χρήση της γλώσσας που εκφράζει 
(αποσυνδεδεµένη από τις ενέργειες) τα αντικείµενα, τις ιδιότητές τους, και τις 
σχέσεις τους. Με άλλα λόγια οι εµπειρικές αποδείξεις είναι βασισµένες στην 
δράση, ενώ η χρήση της λειτουργικής γλώσσας (που περιλαµβάνει ένα συγκε-
κριµένο λεξιλόγιο και συµβολισµό) και µια νοητική εµπειρία (όπου οι πράξεις 
εσωτερικεύονται) χαρακτηρίζει την µετάβαση προς τις εννοιολογικές. Η µετά-
βαση από την εµπειρική απόδειξη στην εννοιολογική απόδειξη µε κατάληξη 
στην µαθηµατική απόδειξη περιέχει τρεις συνιστώσες : την γνώση σε επίπεδο 
πρακτικής, την γλώσσα ή την συνιστώσα της διατύπωσης και την συνιστώσα 
της επικύρωσης περιλαµβανοµένων όλων των τύπων της λογικής που κρύβο-
νται κάτω από τις παραγόµενες αποδείξεις. 

Η λέξη “µαθητεία “µπορεί να θεωρηθεί µε την έννοια “της πρακτικής” αλλά 
η εκµάθηση των µαθηµατικών περιλαµβάνει περισσότερο από την πρακτική 
υπό την επίβλεψη. Ο Schoenfeld (1989) αναφέρεται να κάνει µαθηµατικά ως 
πράξη της “παραγωγής αίσθησης “και οι Goldenberg, Cuoco and Mark (1998) 
σηµειώνουν ότι εµείς πρέπει να βοηθήσουµε τους µαθητές να αναπτύξουν τις 
µαθηµατικές “συνήθειες του µυαλού”. Σύµφωνα µε τον Simon (1996)στην θεω-
ρία του περί «µετασχηµατιστικού συλλογισµού» το χαρακτηριστικό γνώρισµα 
της παρουσίας διακεκριµένων σηµασιολογικά αναφορών (εξωτερικό πλαίσιο) 
για την εκτέλεση των συγκεκριµένων ενεργειών που επιτρέπουν την εσωτερι-
κοποίηση του οπτικού πεδίου όπου τα δυναµικά διανοητικά πειράµατα πραγ-
µατοποιούνται, είναι σύµφωνο µε τη γενική θεωρία του Vygotsky σχετικά µε 
τις διανοητικές διαδικασίες και µε τα συγκεκριµένα συµπεράσµατα στη λει-
τουργία των δυναµικών διαδικασιών ως προς την παραγωγή των υποθέσεων 
και την κατασκευή των αποδείξεων.

ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΤΩΝ ΑΡΧΕΙΩΝ ΕΝΤΟΛΩΝ ΣΤΑ DGS : 
Κατά τη διάρκεια της προηγούµενης δεκαετίας, αλληλεπιδραστικά περιβάλ-
λοντα λογισµικού γεωµετρίας όπως το Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1988) και 
το Cabri Geometry II (Laborde, Baulac, & Bellemain, 1988) έχουν διαδραµα-
τίσει ένα σηµαντικό ρόλο στη σύγχρονη επίπεδη γεωµετρική απεικόνιση και 
εξερεύνηση, και τα δύο µέσα στο σχολείο και την µέση εκπαίδευση αλλά επίσης 
και σε έναν µικρότερο βαθµό στην µαθηµατική έρευνα (Jackiw,2003) Η βασική 
εργαλειοθήκη των λογισµικών δυναµικής γεωµετρίας περιλαµβάνει εργαλεία 
για κατασκευή τµηµάτων, κύκλων, γραµµών κ.α Τόσο το Cabri ΙΙ (macros) όσο 
και το Sketchpad (scripts, custom tools) έχουν την προηγµένη δυνατότητα 
κατασκευής νέων εργαλείων (που κατασκευάζουν οποιοδήποτε µαθηµατικό 
αντικείµενο), της προσθήκης τους στην εργαλειοθήκη και της επαναχρησι-
µοποίησης τους στις κατασκευές εύκολα και αποτελεσµατικά. Έτσι µας επι-
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τρέπεται να εµπλουτίσουµε το µαθηµατικό λεξιλόγιο του λογισµικού µε τόσες 
νέες διαδικασίες όσες και επιθυµούµε. Συγκεκριµένα στο Sketchpad όταν δη-
µιουργούµε αρχεία εντολών τα ορίζουµε ως κατασκευές που κατασκευάζουν 
αποτελέσµατα από δεδοµένα αντικείµενα, ενδεχοµένως χρησιµοποιώντας 
ενδιάµεσα αντικείµενα κατασκευής (Jackiw,2003). Το προκύπτον εργαλείο 
θα παραγάγει αντίστοιχα αποτελέσµατα όταν εφαρµόζεται από την εργαλει-
οθήκη σε οποιοδήποτε ισοδύναµο σύνολο από δεδοµένα αντικείµενα. Για να 
δηµιουργήσουµε ένα νέο εργαλείο, δηµιουργούµε αρχικά τη γενική κατασκευή 
που θέλουµε να καθορίσουµε ως εργαλείο. Αυτή η κατασκευή θα χρησιµεύσει 
και ως o “ορισµός “κατά τη δηµιουργία του εργαλείου. Στο Sketchpad (version 
4)για να δηµιουργήσουµε την κατασκευή χρησιµοποιούµε οποιαδήποτε διαθέ-
σιµα εργαλεία και εντολές από το menu-Construct, Transform, Measure, and 
Graph. H αποθήκευση στην εργαλειοθήκη µπορεί να γίνει µέσα από το Create 
New Tool. To νέο εργαλείο που κατασκευάζουµε λειτουργεί πλέον αυτόµατα 
χωρίς να πρέπει να δείξει τα ενδιάµεσα σηµεία κατασκευής.

Η σηµασία τους από διδακτικής πλευράς για την ανάπτυξη αφηρηµένων 
εννοιών 
Η ιδέα που περιέχεται τόσο στο Sketchpad µε την κατασκευή των scripts 
(custom tools) όσο και στο Cabri µε τα macros απεικονίζει µια προσέγγι-
ση από τεχνολογίες όπως του“Repeat” µηχανισµού του Geometric Supposer 
και φυσικά των υπορουτίνων στην Logo και άλλων γλωσσών προγραµµατι-
σµού(Jackiw,2003). Μεταξύ άλλων, αυτές οι τεχνολογίες επιτρέπουν σε έναν 
δάσκαλο ή µαθητή την ανάπτυξη προγράµµατος σπουδών για να παρέχουν 
ένα δυναµικό περιβάλλον γεωµετρίας που έχει επεκταθεί για να περιλάβει τα 
εργαλεία για ένα ιδιαίτερο θέµα ή τοµέα της έρευνας. Για την διδασκαλία και 
εκµάθηση της γεωµετρίας πιο γενικά υπάρχει µια απαραίτητη προϋπόθεση: 
Ο χρήστης του προγράµµατος πρέπει να γνωρίζει τις σηµαντικές γεωµετρι-
κές οντότητες και τη διαδικασία κατασκευής µε έξυπνη και αποτελεσµατική 
χρήση των χαρακτηριστικών γνωρισµάτων της οικοδόµησης µε αρχεία εντο-
λών ώστε να ωφεληθεί από την µετάβαση σε περίπλοκους στόχους της κατα-
σκευής (Sträßer,R.,2003).Έτσι η διαδικασία κατασκευής ενός εργαλείου οδηγεί 
σε ένα επίπεδο αφαιρετικών διαδικασιών. Έρευνες στην γνωστική ψυχολογία 
αναφέρουν ότι η γνωστική ικανότητα καθορίζεται από την χρήση των δοµη-
µένων µονάδων και των patterns γνώσης. Αυτή η ιδέα χρησιµοποιείται από 
τους διδακτικολόγους(Dörfler 1991;Dubinsky 1988 στο Kadunz G.,2002) οι 
οποίοι υποστηρίζουν ότι η αποθήκευση των πληροφοριών σε οργανωµένα συ-
στήµατα µε στόχο να συγκρατηθούν από την ανθρώπινη µνήµη σχηµατίζει 
τα chunks. Σε ένα θέµα κατασκευής,τα αρχεία εντολών έχουν µια παρόµοια 
λειτουργία,οµαδοποιούν ένα αριθµό κατασκευαστικών βηµάτων µέσα σε µια 
εντολή και οργανώνουν όλη την κατασκευή χρησιµοποιώντας γεωµετρικές εκ-
φράσεις. Οι µακροεντολές –αρχεία εντολών εποµένως βοηθούν να κατασκευα-
στεί µια γεωµετρική κατασκευή µε την συµπύκνωση µιας πολύπλοκης ακολου-
θίας κατασκευαστικών βηµάτων µέσα από µια απλή–ενιαία εντολή (Kadunz 
G.,2002 p.76). Περισσότερο πολύπλοκες συλλογές µακροεντολών ανοίγουν 
πόρτες σε γεωµετρικά θέµατα απρόσιτα µε παραδοσιακά εργαλεία. Συνήθως 
εντολές χωρίς επανάληψη µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να καθορίσουν τις 
µακροεντολές. Η εντολή iteration του Geometer’s Sketchpad αποτελεί µια αξι-
οσηµείωτη εξαίρεση (Sträßer,R.,2003). Ιστορικά για πολλούς δασκάλους µα-
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θηµατικών το scripting θεωρήθηκε ένα µάθηµα για προχωρηµένους. Παρ΄όλα 
αυτά το scripting είναι ένα πολύ ισχυρό εργαλείο στον προγραµµατισµό ακό-
µα και για µη recursive διαδικασίες. Τα scripts αναπαριστούν µια αφαιρετική 
διαδικασία της εργασίας και εποµένως ως «αφαιρετικά» εργαλεία απαιτούν 
ένα υψηλότερο επίπεδο εννοιολογικής κατανόησης από ότι τα υπόλοιπα ερ-
γαλεία των sketches. Όπως αναφέρουν οι Jackiw&Sinclair(2004) Τα custom 
tools σου επιτρέπουν να ενθυλακώσεις κατασκευές (encapsulate constructions) 
µέσα σε νέες εντολές όπως και να δηµιουργήσεις ολόκληρο µικρόκοσµο µε δικά 
σου εργαλεία.. Εσωτερικά στο πρόγραµµα και κρυφά από τον χρήστη ένας µα-
κρό-αποσυµπιεστής θα αντικαταστήσει το σηµαίνον µε την αρχική ακολουθία 
εντολών όταν αυτό καλείται να επαναληφθεί(Kadunz G.,2002 p.73) Αν και τα 
scripts ή τα sketches περιγράφουν το ίδιο φαινόµενο,(µια κατασκευή από δια-
φορετικές θέσεις), τα scripts που λειτουργούν σαν µακροεντολές ή υπορουτί-
νες, είναι ανεκτίµητοι βοηθοί στην κατασκευαστική διαδικασία. 

ITERATION ΣΤΟ GEOMETER’S SKETCHPAD 
Στην περίπτωση µιας εικόνας που ορίζεται µέσω του εαυτού της θεωρητικά 
φαίνεται ότι η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί άπειρες φορές. Η έκφραση 
στα Μαθηµατικά µέσω αναδροµικών τύπων οδηγεί στην σύλληψη µια πτυχής 
της έννοιας του απείρου. Στην πράξη υπάρχει βέβαια µια συνθήκη ολοκλήρω-
σης (περάτωσης) της διαδικασίας σε πεπερασµένο πλήθος βηµάτων. Η επα-
νάληψη (iteration) εµφανίζεται στο πρόγραµµα σπουδών των µαθηµατικών, 
από τις απλούστερες αριθµητικές διαδικασίες (όπως την µέτρηση) στις πολύ 
πρόσφατες ιδέες για fractals και το χάος. H διαδικασία iteration µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί στην επίλυση προβληµάτων µε διαφορετικούς τρόπους όπως 
η προσέγγιση κατά συµπερασµό (Extrapolation) υπολογισµοί σε βάθος, επαυ-
ξητικές προσεγγίσεις(Incremental Approximation)αλλά και διαιρέσεις του 
προβλήµατος σε µικρά τµήµατα που µπορούν να λυθούν (Divide & Conquer!). 
Η επαναλαµβανόµενη φύση της διαδικασίας iteration την καθιστά έτσι κα-
τάλληλη για διαφορετικά πλαίσια και στρατηγικές επίλυσης ενός προβλήµα-
τος(Jackiw,Sinclair,2004). Το πιο σηµαντικό είναι ότι µε τη διαδικασία iteration 
οι µετρήσεις επαναλαµβάνονται οργανωµένες,πινακοποιηµένες και µε δυνα-
µική σύνδεση µε το σχήµα. Η διαδικασία όπως εξελίσσεται οδηγεί τους µαθη-
τές διαφορετικών σχολικών επιπέδων στην κατανόηση εννοιών του λογισµού 
όπως το όριο και η ακολουθία(Πατσιοµίτου,2005). 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΝ
Στη συνέχεια του παρόντος εγγράφου θα παρουσιαστεί ένα παράδειγµα οικο-
γένειας δραστηριοτήτων, µε κατασκευή custom tool ως δοµικού λίθου κατάλ-
ληλου για την οικοδόµηση εννοιών, σε διαδοχικές σελίδες του ίδιου αρχείου, 
και το οποίο διατηρεί την ιδιότητα της αρχικής κατασκευής (δηλ. διατήρηση 
των αναλογιών των µερών του εµβαδών, του ανασχηµατισµού µε κίνηση, των 
µετρήσεων). Η κατασκευή custom tool αν και γίνεται από τον ερευνητή, έχει 
στόχο την εύρεση ισοδυναµιών από τους µαθητές µεταξύ των εµβαδών µε τον 
µετασχηµατισµό και την ανασύνθεση νέων σχηµάτων. Στην συνέχεια η ολο-
κλήρωση της διαδικασίας σαν «ζωντανή ενότητα» βιβλίου, µε την κατασκευή 
των τύπων των αποδείξεων και των patterns. Η χρήση της επαναληπτικής 
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διαδικασίας iteration µε τις πινακοποιηµένες δυναµικές µετρήσεις, µπορεί να 
αποτελέσει για τους µαθητές το µέσο µε το οποίο µπορούµε να εισάγουµε έν-
νοιες του λογισµού µε ευχάριστο τρόπο και µέσα από το παιχνίδι. Αυτό µπο-
ρεί να επιτευχθεί εµπειρικά ακόµα και σε παιδιά µικρότερης τάξης από την 
προβλεπόµενη στο αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών. Για την κατασκευή της 
δραστηριότητας επιλέχθηκε το Geometer’s Sketchpad 4.06 ως καταλληλότερο 
για την επαναληπτική διαδικασία iteration, και πινακοποίηση των δυναµικών 
µετρήσεων. 

Περιγραφή των δραστηριοτήτων
Κατασκευάζουµε νέο αρχείο µε το σχήµα ενός ορθογώνιου τρίγωνου(Β=90Ο)του 
οποίου η µια κάθετη πλευρά ΒΟ είναι διπλάσια της άλλης κάθετης ΑΒ. Συνδέ-
ουµε τα µέσα της υποτείνουσας και της ΒΟ αντίστοιχα.

 

Σχήµα 1. Κατασκευή custom tool. Σχήµα 2. Εφαρµογή custom tool.

Με χρήση του rotation και του edit –action button -movement µετακινού-
µε την κορυφή O ώστε να συµπέσει µε την κορυφή A και το τρίγωνο Ε

1
 να ενω-

θεί µε το τραπέζιο Ε
2
(σχήµα 1). Εύκολα οι µαθητές µπορούν να διαπιστώσουν 

ότι ο λόγος των εµβαδών Ε
2 
(του τραπεζίου), και Ε

1
(του τριγώνου) είναι 3/1 και 

µετασχηµατιζόµενο είναι τετράγωνο. Στην συνέχεια η κατασκευή custom tool 
το οποίο επαναλαµβάνει την διαδικασία που περιγράψαµε δηλαδή την µετα-
κίνηση του ορθογώνιου τρίγωνου µε περιστροφή και την συνένωση για σχη-
µατισµό τετράγωνου οδηγεί τους µαθητές σε διατύπωση εικασιών. Οι µαθητές 
αναµένεται να πειραµατιστούν, να εξετάσουν την σχέση των εµβαδών των 
διαδοχικών ορθογωνίων τριγώνων µεταξύ τους, ακόµα τη σχέση των υποτει-
νουσών των τριγώνων,των περιµέτρων. Η επαναληπτική διαδικασία µε χρήση 
του custom tool στο λογισµικό οδηγεί στην επινόηση και εξερεύνηση σχηµά-
των και σχέσεων που είναι δύσκολο οι µαθητές να ανακαλύψουν µε στατικά 
µέσα(σχήµα 2). Η χρήση της διαδικασίας iteration µε την κατασκευή fractal, 
αλλά και των πινακοποιηµένων δυναµικών µετρήσεων, µπορεί να οδηγήσει 
τους µαθητές στην ανακάλυψη patterns που στόχο έχουν την ανάπτυξη θεω-
ρηµάτων (εν δράσει) της γεωµετρίας. Από την άποψη του θεωρητικού πλαισί-
ου µπορούµε να πούµε ότι οι βασισµένες στο Sketchpad δραστηριότητες φαί-
νονται να ευνοούν την παραγωγή κατάλληλων εννοιών για µαθηµατικά αντι-
κείµενα τις σχέσεις τους,αλλά και τις επεκτάσεις τους. ∆ιαπιστώνουµε ότι µια 
σηµαντική δραστηριότητα στην ερµηνεία ενός σχήµατος µε στόχο την ανακά-
λυψη εικασιών και συναγωγή της απόδειξης είναι αυτή της ανασυγκρότησης 
των στοιχείων του σχήµατος αυτό που ο Duval (1995) καλεί reconfiguration 
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(ανασχηµατισµό).Το Sketchpad έχει αυτή την δυνατότητα και αυτός είναι ένας 
τρόπος που µπορούν οι µαθητές να κάνουν συνδέσεις µεταξύ των εννοιών. Με 
την ανάπτυξη της ιδιότητας της λειτουργικής γλώσσας αλλά και του ανασχη-
µατισµού, το περιβάλλον βοηθά στην ανάπτυξη σηµαντικής γνώσης αλλά και 
την µετάβαση προς τον παραγωγικό συλλογισµό και κατανόηση των µαθηµα-
τικών αποδείξεων. Οι γεωµετρικές δραστηριότητες περιλαµβάνουν µέσω του 
λογισµικού την οπτική επεξεργασία και την χρήση της συµβολικής γλώσσας 
επιτρέποντας έτσι την άµεση πρόσβαση στους συγκεκριµένους τύπους αφηρη-
µένων οντοτήτων(Laborde,C.; Laborde, J. M (1995) και την ανάπτυξη της φαι-
νοµενολογικής γνώσης των µαθηµατικών αντικειµένων µε πολύ µεγαλύτερη 
ταχύτητα από των στατικών µέσων. Το περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας 
µε την χρήση γεωµετρικών µοντέλων µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να 
αναπτύξουν δυναµικά νοητικά µοντέλα σκεπτόµενοι πάνω στα γεωµετρικά 
σχήµατα και τις ιδιότητες τους.
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